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АННОТАЦИЯ 

В книге дается элементарное изложение ма- 

тематического аппарата теории ошибок измере- 

ний, иллюстрированного примерами из геодезиче- 

ской практики. Это изложение не предусматривает 

предварительного изучения основ математической 

статистики. 

В отличие от известных аналогичных руко- 

водств в книге уделено значительное внимание 

общей теории систематических ошибок. 

Помимо примеров, приведенных в тексте кни- 

ги, после каждой главы помещены задачи и уп- 

ражнения, а также вопросы для самопроверки, . 

что позволяет использовать книгу как пособие 

для самообразования. 

Книга рассчитана на работников геодезиче- 

ского производства и студентов геодезических. 

учебных заведений. 
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ПРЕДИСЛОВИЕ КО ВТОРОМУ ИЗДАНИЮ 

Настоящее издание книги «Теория ошибок измерений» суще- 

ственно отличается от предыдущего как по объему (увеличенному 

примерно в полтора раза), так и по содержанию. 

Основное изменение содержания состоит в том, что в общую 

принципиальную схему теории ошибок измерений включено рас- 

смотрение систематических ошибок. 

В соответствии с этим произошло и некоторое перераспределе- 
ние материала. Материал, содержавшийся ранее в главе У «Вли- 

яние систематических ошибок на результаты математической обра- 

ботки рядов измерений одной и той же величины», размещен 

в других главах настоящего издания, а сама глава упразднена. 

Вместо этого введена новая глава VI «Некоторые способы исследо- 

вания систематических ошибок», содержащая оригинальный мате- 

риал. Материал «Дополнений» (см. первое издание книги — M., 

Геодезиздат, 1961) представлен в настоящем издании в виде новой 

главы VII] «Дополнительные вопросы теории ошибок измерений», 

причем в нее включено рассмотрение нового вопроса: «Упрощенный 

способ обнаружения грубых ошибок». 

Книга может быть использована в качестве дополнительного 

учебного пособия преимущественно в тех вузах, где программой 
предусмотрено преподавание теории ошибок измерений на первых 

курсах, а сведения по теории вероятностей и математической ста- 

тистике излагаются позднее в конце обучения. Указанный порядок 

преподавания, как правило, диктуется стремлением как можно ско- 
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рее вооружить учащихся рабочим аппаратом теории ошибок изме- 

рений. 

Книга может быть использована и как пособие для самообразо- 

вания. С этой целью в ней по сравнению с предыдущим изданием 
увеличено число примеров, даны задачи и упражнения с ответами, 

приведенными в конце книги, а также вопросы для самопроверки. 

Автор надеется, что развитая им трактовка учения о система- 
тических ошибках вызовет определенный интерес как у научных 

работников, так и у работников геодезического производства, зани- 

мающихся разработкой новых производственных процессов. Все 

‘замечания, касающиеся изложения вопроса о систематических 

ошибках, а также и остальных вопросов, автор примет с благо- 

дарностью. 

Автор выражает свою глубокую признательность проф. 

В. H. Ганьшину, ценные замечания которого весьма способствовали 

улучшению настоящего издания. Редактирование рукописи, выпол- 
ненное заслуженным деятелем науки и техники РСФСР д-ром 

техн. наук проф. А. В. Масловым, существенно повысило качество 

книги, за что автор приносит ему искреннюю благодарность. 

Автор считает своим долгом отметить большую работу, выполнен- 

ную при подготовке рукописи к изданию инж. Т. Н. Кемниц.



ГЛАВА 

ОБЩИЕ ПОНЯТИЯ 

$ 1. СУЩНОСТЬ ИЗМЕРЕНИЯ. КЛАССИФИКАЦИЯ ИЗМЕРЕНИЙ. 

УСЛОВИЯ ИЗМЕРЕНИЙ 

Измерение данной физической величины есть 
познавательный процесс ее сравнения с другой 
физической величиной того же рода, принятой за 
единицу сравнения. Это сравнение приводит 
к именованному числу, называемому результатом 
измерения. 

Зависимость между значением Q измеренной величины и зна- 
чением 4 величины, принятой за единицу сравнения, может быть 
выражена равенством 

Q=N-4q, (1) 
в котором отвлеченное число N показывает, BO сколько раз Q 

больше 4. Это равенство называют основным уравнением 

измерения, причем его правая часть и есть результат из- 

мерения. 
Пример 1. На местности была измерева некоторая линия 20-метровой 

мерной лентой, причем оказалось, что лента уложилась на линии 6,4 раза. 
В данном случае g=20 м и N=6,4. Поэтому согласно основному уравнению 
измерения (1) имеем результат, равный N-g=6,4-20 м=128 м. 

Любой результат измерения всегда является именованным 
числом. Однако один и тот же результат может быть представлен 
разными числовыми значениями, зависящими от выбора тех или 

ИНЫХ физических единиц, определяющих наименование этого 

результата измерения. 
Действительно, в примере | получен результат измерения, равный 128 м, 

сднако тот же результат можно выразить так: 12800 см, 59,98 саж, 0,128 км. 

Все измерения по характеру их исполнения можно подразде- 
лить на два класса: косвенные (посредственные) и прямые (непо- 
средственные) измерения. 
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Если значение измеряемой физической величины получено пос- 
редством вычисления как функция от одного или нескольких 
аргументов, которыми являются результаты измерений других 
физических величин, то такое измерение называют косвенным, 
или -посредственным. | 

В отличие от косвенного при измерении прямом (непосред- 
ственном) измеряют саму физическую величину и результат полу- 
чают по основному уравнению (1). 

Чтобы лучше уяснить сущность изложенных понятий, снова 
обратимся к примерам. 

Пример 2. При измерении линии местности нитяным дальномером трубы 
с внешней фокусировкой расстояние D вычисляют по формуле 

р = ВЕ -Е с, 

в которой Ё и с—— коэффициент и постоянное слагаемое дальномера, a / — отсчет 
по рейке. 

Очевидно, что О получено no I, т. е. по результату измерения не самой 
линии местности, а другой физической величины — отрезка рейки. Следова- 
тельно, такое измерение надо признать косвенным. 

Ранее приведенный пример | измерения линии местности мер- 
ной лентой, наоборот, следует признать измерением прямым, так 
как в этом случае измерялась сама линия и результат был получен 

по основному уравнению. 
При решении вопроса о том, к какому виду — прямому или 

косвенному — следует отнести то или иное измерение, Надо иметь 

в виду, что часто встречаются случаи, когда мерные приборы 
оказываются конструктивно объединенными со счетно-решающими 

устройствами, позволяющими получать результаты косвенных изме- 

рений путем простого отсчета по соответствующей шкале мерного 
прибора, а не в итоге специальных вычислений. 

Пример 3. Измерение превышения тахеометром-автоматом следует OTHC- 
сти к измерениям косвенным, так ‘как здесь фактически измеряют не само пре- 
вышение, а расстояние и вертикальный угол; превышение же получают автома- 
тически в результате вычисления. 

Измерения подразделяют также на необходимые и дополни- 
тельные (избыточные). 

Необходимыми измерениями называют такие, которые 
позволяют получить только один результат прямого или косвен- 

ного измерения данной физической величины. 
Дополнительными (избыточными) измерениями назы- 

вают такие, которые совместно с необходимыми измерениями 

позволяют получить не один, а два или более результатов изме- 

рений данной физической величины. 
Предположим, что одна и та же величина измерена п раз; 

тогда одно из этих измерений (любое) будет измерением, необхо- 
димым, а остальные п—[ — дополнительными. 

Пример 4. Для определения отметки переходной точки мензульной съемки 
на нее была передана отметка с трех точек геодезической сети. Известно, что 

для однократной передачи отметки нужно произвести совокупность измерений, 
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состоящую из двух измерений: вертикального угла и расстояния. Трехкратная 
передача отметки с трех твердых точек требует осуществления трех таких 
совокупностей измерений, из которых одна (любая) — необходимая, а две дру- 
гие — дополнительные. 

Дополнительные измерения играют существенную роль в тех- 
нике измерений. Во-первых, они позволяют осуществлять контроль 
измерений, и, во-вторых, как это будет видно из дальнейшего, они 
дают возможность получать такие приближенные значения изме- 
ряемых величин, которые в общем оказываются ближе к истине, 
чем отдельно взятый необходимый результат измерения. 

Чтобы глубже вникнуть в существо измерения, как процесса, 
позволяющего человеку познавать количественную сторону окру- 
жающей его действительности и в соответствии с полученными 
данными целесообразно вести свою производственную деятель- 
ность, познакомимся с так называемыми факторами и условиями 
измерений. 

Тобой процесс измерения протекает при наличии и взаимо- 
действии следующих пяти необходимых факторов: 

1) объекта измерения; 
2) субъекта измерения, т. е. лица, осуществляющего процесс 

измерения; 
3) мерного. прибора, посредством которого субъект производит 

измерение объекта; 
4) метода измерения, т. е. совокупности и характера тех дей- 

ствий, из которых складывается процесс измерения; 
5) внешней среды, в которой протекает процесс измерения. 
Конкретное содержание всех факторов в каждом отдельном 

случае измерения определяет то, что называют условиями 
измерения. 

В геодезической практике условия измерений, как правило, 
регулируются специальными наставлениями и инструкциями, в ко- 
торых приводятся требования и допуски по всем факторам изме- 
рений. 

Пример 5. При исполнении геометрического нивелирования того или иного 
класса ограничивается Длина ходов и визирных плеч (ограничение объекта 

измерения), предъявляются соответствующие требования к квалификации наблю- 
дателей, к типу и качеству инструментов, применяется строго определенная ме- 

тодика измерений и, наконец, производство самих измерений разрешается при 
определенных внешних условиях (время дня, температура, ветер, облачность, 
ВИДИМОСТЬ И T. П.). 

С условиями измерений весьма тесно связано понятие о точ- 
ности измерений, на котором сейчас уместно остановиться. 

У каждого человека есть вполне определенное интуитивное 
представление о точности измерений. Оно заключается в том, что 
из двух результатов измерений одной и той же величины считают 
более точным тот, который оказался ближе к действительному 
значению измеренной физической величины, т. е. тот, который 
обладает меньшей по абсолютной величине ошибкой. Это на пер- 
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вый взгляд верное представление о точности измерений с научной 
точки зрения не выдерживает критики. Дело в том, что величина 
уклонения результата измерения от действительного значения 
измеренной величины не может быть критерием точности, во-пер- 
вых, потому, что величина уклонения, как правило, неизвестна; 
во-вторых, потому, что данное конкретное единичное уклонение 
порождается случайным стечением обстоятельств и может ока- 
заться большим в результате, полученном при измерениях весьма 
тщательных, и может оказаться малым при измерениях грубых. 
Точность измерений, вообще говоря, зависит не от единичного 
случайного явления, каким является факт уклонения данного 
результата измерения от действительного значения измеренной 
физической величины; она определяется гораздо более глубокими 
основаниями — суммарным влиянием всех факторов измерений. 

Действительно, если некоторый угол измерен высококвалифи- 
цированным специалистом при помощи высокоточного оптического 
угломерного инструмента с применением совершенной методики и 
при благоприятном состоянии внешней среды, то степень нашего 
доверия к полученному в таких условиях результату измерения, 
без сомнения, будет значительно выше, чем к результату измере- 
ния того же угла работником, лишь начинающим свою производ- 
ственную деятельность, да к тому же производящим измерение 
сравнительно грубым инструментом, с применением несовершенной 
методики и при менее благоприятном состоянии внешней’ среды. 

Отсюда следует, что решение вопроса о точности результатов 
измерений сводится к умению анализировать и сравнивать условия 
измерений, в которых они были получены. Имея это в виду, опре- 
делим, что следует понимать под одинаковыми условиями изме- 
рений. 

Под одинаковыми условиями измерений будем 
понимать Такие условия, при которых: 

1) измерялись физические величины одного и того же рода, 
причем в процессе измерений объекты изменялись в одинаковых 
пределах; 

2) субъекты измерений обладали одинаковой квалификацией; 
3) мерные приборы были одинаковы по качеству; 
4) применялся один и тот же метод измерения; 
5) состояние внешней среды изменялось в процессе измерений 

в одинаковых пределах. 
Необходимо отметить, что указанные условия считаются одина- 

ковыми только в том случае, когда они соблюдены в едином комп- 
лексе. Если хотя бы одно условие из этого комплекса не соблюдено, 
то вся совокупность условий не может быть признана одинаковой. 

Если результаты измерений получены в одинаковых условиях, 
их считают равноточными. Результаты измерений будут 
неравноточными, если условия измерений были неодинако- 
ВЫМИ. 
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$ 2. ОШИБКИ РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ. 

КЛАССИФИКАЦИЯ ОШИБОК 

Практически результаты различного рода измерений не совпа- 
дают с действительными значениями измеряемых величин, т. е. 
содержат ошибки. Если произвести ряд измерений одной и той же 
величины, то легко убедиться, что в общем случае результаты 
таких измерений будут отличаться друг от друга; это — следствие’ 
наличия в них ошибок. Таким образом, приходим к выводу, что“ 
в процеесе измерений наблюдатель получает не действительные 
значения физических величин, а более или менее близкие к ним 
приближения. В целях повышения точности измерений необходимо 
изучать ошибки результатов измерений и причины возникнозения 
этих ошибок. 

Что следует понимать под ошибкой результата измерения? 
Ошибка = результата измерения [{[ есть разность 

между этим результатом и действительным значе- 
нием Х измеренной физической величинь, т. е. 

e=1— X, (2) 

Для лучшего запоминания формулы (2) полезно при вычислении 
ошибки пользоваться следующим правилом: «ошибка равна 
тому, что есть, минус то, что должно быть». 

Часто в отличие от приведенного определения под ошибкой 
понимают разность X—/. Необходимо иметь в виду, что и в этом 
случае все формулы теории ошибок останутся в основном без: 
изменения. Однако логика рассуждений при их выводах суще- 
ственно отличается от той, которая вытекает из формулы (2). 

Каждый фактор измерений порождает ряд так называемых 
элементарных ошибок, суммарное действие которых в свою 
очередь порождает общую ошибку результата измерения, называ- 
емую поэтому сложной ошибкой. 

В соответствии с тем или иным фактором измерений различают: 
1) ошибки объекта, 2) личные ошибки, 3) инструментальные 
ошибки, 4) ошибки метода измерений (ошибки теоретические) и 
5) внешние ошибки. 

Ошибки объекта возникают вследствие изменения во вре- 
мени объекта измерения. Так, например, при барометрическом 
нивелировании превышения определяются косвенно как функции OT 
атмосферного давления, температуры воздуха, температуры анеро- 
ида и времени, измеряемых непосредственно. Однако все указанные 
аргументы в процессе измерения непрерывно изменяются. А пос-. 
кольку измерение этих аргументов происходит не строго одновре- 
менно, отсюда и возникают ошибки в превышениях. 

Личные ошибки вызываются ограниченностью возможностей 
органов чувств субъекта измерения. Tak, например, точность наве-. 

Or 
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дения наблюдателем зрительной трубы на предмет ограничена 
критическим углом зрения глаза. 

Инструментальные ошибки возникают из-за погрешностей 
‘изготовления мерного прибора и невозможности совершенно точ- 
ной его юстировки. 

Ошибки метода измерений (теоретические ошибки) 
возникают в тех случаях, когда используемый метод измерений 
не предусматривает исключения влияния на результат измерения 
известных и уже изученных источников ошибок. В качестве при- 
мера. можно привести случай, когда при линейных измерениях 
применяется методика, согласно которой поправка за наклон мер- 
ного прибора вводится лишь тогда, когда угол наклона местности 
превышает некоторую определенную величину, установленную соот- 
ветствующей инструкцией или наставлением. Отсюда следует, что 
принятая методика линейных измерений допускает при малых 
углах наклона возникновение дополнительных ошибок. 

Внешние ошибки происходят от влияния внешней среды. 
Так, например, под влиянием температуры в нивелире нарушается 
главное геометрическое условие, что приводит к возникновению 
ошибок в превышениях; ветер вызывает колебание реек и самого 
нивелира, что опять-таки порождает ошибки. 

Заметим, что любой результат измерения содержит не по одной 
элементарной ошибке каждого из пяти перечисленных видов, его 
сложная ошибка порождается большим количеством каждого из 
этих видов элементарных ошибок. 

Не. следует думать, что под термином «элементарные ошибки» 
понимаются как бы неделимые первоначальные ошибки. Этот тер- 
мин. лишь подчеркивает, с одной стороны, сложность полной ошиб- 
ки результата измерения, а с другой стороны, акцентирует наше 
внимание на связи этой полной ошибки результата измерения 
с отдельными факторами измерений. В действительности же эле- 
ментарные ошибки надо рассматривать как ошибки в свою оче- 
‘редь сложные, порождаемые суммарным действием целого ряда 
причин. 

Все элементарные ошибки можно подразделить на два основ- 
ных класса: систематические и случайные элементарные ошибки. 

Систематическими элементарными ошибками 
являются такие, которые порождаются главными, существенными, 
необходимыми связями между факторами измерений и с необхо- 
‚димостью возникают всякий раз при одних и тех же условиях 
измерений. 

Случайными элементарными ошибками являются 
такие, которые порождаются не главными, не существенными, а 
‘второстепенными, отдаленными связями между факторами изме- 
рений; при данных условиях измерений они могут быть, а могут 
и не появиться, могут быть большими или меньшими, положитель- 
ными или отрицательными. 
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Пример 6. Если измерить линию местности некомпарированной мерной 
лентой, длина которой фактически отличается от номинальной, то результат 
измерения этой линии неизбежно будет содержать систематическую инструмен- 
тальную ошибку. 

Пример 7. При измерении горизонтального угла наблюдатель из-за огра- 
ниченности возможностей глаза не может совершенно точно навести вертикаль- 

ную нить сетки нитей на визирную цель. Ошибка, происходящая от этого, может 
быть как положительной, так и отрицательной, большей или меньшей; ee сле- 
дует отнести к случайным личным ошибкам. 

Систематические элементарные ошибки подразделяют на пос- 
тоянные и переменные. 

Если одну и ту же величину измеряют несколько раз, т. е. 
несколькими приемами, то постоянная систематическая ошибка 
появляется в каждом приеме неизменной как по знаку, так и по 
величине. Так, например, при измерении горизонтального угла 
серией приемов при неизменной постановке инструмента в каждом 
приеме возникает одна и та же постоянная систематическая ошиб- 
ка, порожденная погрешностью центрирования теодолита. 

Переменная же систематическая элементарная ошибка меня- 
ется от приема к приему, следуя. определенному закону. ' Например, 
если переставлять горизонтальный лимб между приемами на неко- 
торый постоянный угол, то в отсчетах возникает переменная систе- 
матическая ошибка, меняющаяся от приема к приему по опреде- 
ленному закону, обусловленному ошибками нанесения штрихов на 
лимб делительной машиной. 

Суммарное влияние систематических элементарных ошибок об- 
разует систематическую часть полной ошибки результата измере- 
ния или просто систематическую ошибку результата изме- 
рения; суммарное же влияние случайных элементарных ошибок 
образует случайную часть полной ошибки результата измерения 
или просто, случайную ошибку результата измерения. Если 
первую из этих ошибок обозначить через ©, а вторую — через A, 
то полная ошибка = результата измерения может быть представ- 
лена формулой 

в =@9 | А. (3) 

Систематическую ошибку © можно представить себе состоящей 

Также из двух частей: постоянной © и переменной 9, т. е. 

0-91 6. (4) 

Как. постоянная, так и переменная систематические ошибки 
порождаются суммарным действием соответствующих элементар- 
ных систематических ошибок. 

Кроме перечисленных видов ошибок, иногда в результатах изме- 
рений появляются так называемые грубые ошибки. Грубые 
ошибки ‚резко отклоняют результаты измерений от действительных 
значений измеряемых величин. Поэтому результаты измерений, 
содержащие грубые ошики, должны обязательно и своевременно 
исключаться из обработки. Наиболее действенным методом обна- 
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Рис. | 

ружения грубых ошибок является сопоставление необходимых и 
дополнительных измерений. Причиной возникновения грубых оши- 
бок может оказаться любой из пяти факторов измерений. Посколь- 
ку субъект измерения обязан своевременно принимать меры 
к устранению грубых ошибок из результатов измерений, то их 
(грубые ошибки) условно отнесем к категории ошибок личных. 

Приведенная классификация ошибок результатов измерений 
показана на рис. [. 

Случайные ошибки обладают следующими четырьмя основными 
свойствами. 

I. Свойство ограниченности. При данных условиях 
измерений случайная ошибка по абсолютной величине не может 
превзойти некоторого предела, свойственного данным условиям 
измерений. Этот предел называют предельной ошибкой. Обоз- 
начив ее через Anp, свойство ограниченности можем выразить 
неравенством 

| A | 5 Aap. (5) 

П. Свойство компенсации. Если ряд измерений одной 
или нескольких величин производится при одних и тех же усло- 
виях, то сумма случайных ошибок, деленная на их число, при 
12



неограниченном увеличении этого ряда измерений стремится 
к нулю, т. е. 

(и [Al 
lim 7 0, (6) 
ll © 

где п — число суммируемых ошибок. 

Согласно введенной Гауссом символике, в формуле (6) квад- 
ратные скобки означают суммирование, т. е. 

[4] = A, А, |... Ag. 

В дальнейшем квадратные скобки в формулах всегда будут 
обозначать суммирование однородных слагаемых, например: 

A,’A,” + A.A,” + _— + AYA,” — [A’A”], 

A? +A? +... НА == [42], 
a,b, + a.b,-+...+ a,b, = [ab]. 

ПТ. Свойство независимости. Если производятся два 
ряда измерений соответственно со случайными ошибками: 

/ / / и и А / 

Ду, As’, sey An И А! ’ Ao › +.) АП 4 

то сумма попарных произведений этих ошибок с одинаковыми 
нижними индексами, деленная на число этих произведений, при 
неограниченном увеличении п стремится к нулю, т. е. 

lim 0. (7) 
lia > 

Если ошибки результатов измерений обладают этим свойством, 
то говорят, что ‘данные результаты измерений независимы. 

IV. Свойство рассеивания. Если ряд измерений про- 
изводится в одних и тех же условиях, то для их случайных ошибок 
имеет место предел 

lim В пр, (8) 

где т — некоторая постоянная, зависящая от данных условий 
измерений, часто именуемая стандартом. Квадрат стандарта 

т? называют дисперсией. 

Кроме перечисленных четырех основных свойств случайных 
ошибок измерений, следует указать еще на два свойства этих 
ошибок. 

У. Свойство симметричности. В обширном ряду слу- 
чайных ошибок результатов измерений, произведенных в одинако- 
вых условиях, ошибки, равные по абсолютной величине, но разные 
по знаку, встречаются примерно одинаково часто. 
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УГ. Свойство унимодальности*. В том же ряду оши- 
бок ошибки, большие по абсолютной величине, встречаются реже, 
чем ошибки меньшие. 

Заметим, что существуют случайные ошибки, не обладающие 
некоторыми из перечисленных свойств. В качестве примера можно 
указать на зависимые и односторонне действующие случайные 
ошибки. Для зависимых случайных ошибок не выполняется CBOH- 
ство независимости, а для односторонне действующих ошибок не 
выполняется свойство симметричности. Как те, так и другие ошибки 
в данной монографии специально не рассматриваются, хотя 
в дальнейшем некоторые сведения о них будут сообщены. 

Рассмотрим теперь свойства систематических ошибок. 
Систематические ошибки, как и ошибки случайные, подчиня- 

ются свойству ограниченности, т. е. 

|0 |< On, (9) 

где Opp— некоторая положительная постоянная, обусловленная 
условиями измерений. 

Свойством же компенсации систематические ошибки не обла- 
дают. Действительно, на основании (4), переходя к пределу по п, 
можно написать выражение 

_ fe] _,. [9], fe 
lim 9] lim [97 , lim [8]. 
fio < . П-> 09 п ИЖ co п 

из которого, учитывая основную особенность ошибки © (быть по- 
стоянной в любом приеме измерений), получим равенство 

Из этого равенства следует, что при наличии в результатах 
измерений постоянной систематической ошибки сумма системати- 
ческих ошибок, деленная на их число, явно не стремится к нулю, 
т. е. не обладает свойством компенсации. Не обладает она этим 
свойством и при отсутствии постоянной систематической ошибки, 
так как предел, стоящий в правой части этого равенства, может 
быть не равным нулю (его значение зависит от закономерности, 
которой подчиняются переменные систематические ошибки). Мало 
того, подобный предел может вообще не существовать, т. е. ариф- 
метическая середина из переменных систематических ошибок 
может, например, при увеличении п претерпевать такие колебания, 
которые не приближают ее ни к какому определенному числу. 

* В неограниченно большом ряду ошибок некотсрые ошибки встречаются 
чаще, другие — реже. То значение ошибки, которое встречается чаще, чем близ- 
кие к нему соседние по значению, называется модальным. Если. ряд `оши- 
бок содержит лишь одно модальное значение, его называют унимодальным. 
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Таким образом, в общем случае для систематических ошибок 
можно написать 

lim 9120. (10) 
now ft 

Если заранее неизвестна закономерность, которой подчиняются 
переменные систематические ошибки, на основании свойства огра- 
ниченности (9) можно все же утверждать, что при существовании 
предела, стоящего в левой части неравенства (10), по абсолютной 
величине этот предел не превзойдет предельной систематической 
ошибки Opp. Действительно, согласно (9) можно написать 

[19] <пм@,.. 
Отсюда, учитывая, что модуль суммы не превосходит суммы моду- 
лей чисел, получим 

[9] < 20,5 
или, наконец, приходим К неравенству 

[9] 
— < Bip» 

п 

из которого и следует справедливость вышеприведенного утверж- 
дения. 

Путем подобных же рассуждений можно прийти к выводу, что. 
систематические ошибки не обладают свойством, аналогичным 
свойству независимости случайных ошибок, т. е. для них можно 
написать неравенство 

lim 29120 (11) 
li co 

И, кроме того, доказать еще неравенство 
9’9” 

[ > | <0 apap lim 
П- со 

Следует оговориться, что из неравенства (11) нельзя делать. 
вывода, будто систематические ошибки всегда зависимые. О поня- 
тии зависимости между ошибками будет сказано в дальнейшем 
особо. 

Как уже известно из предыдущего, предел арифметической 
средины из переменных систематических ошибок при П-*со может 
и не существовать, следовательно, может не существовать и предел 
арифметической средины из их квадратов. Поэтому нет основания 
утверждать, что систематические ошибки обладают свойством, 
аналогичным свойству рассеивания случайных ошибок. Можно: 
лишь показать, что существует неравенство 

2 

lim Е < O71: 
Ti 00 

Поскольку переменные систематические ошибки подчиняются 
вполне определенным закономерностям, изменяющимся в зависи- 
мости от изменения условий измерений, то становится вполне 
очевидным, что систематические ошибки не могут все без исклю- 
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чения обладать такими общими свойствами, как свойства симмет- 
ричности и унимодальности случайных ошибок. Это тем более 
очевидно, если учесть, что помимо переменной систематическая 
ошибка может содержать и постоянную часть — постоянную 
ошибку. 

В заключение отметим, что случайные ошибки, поскольку они 
подчиняются так называемым статистическим закономерностям 
массовых случайных явлений, не могут быть устранены из еди- 
ничных результатов измерений. Влияние случайных ошибок на 
результаты измерений можно лишь ослабить, организуя все более 
и более благоприятные условия измерений, т. е. повышая’ квали- 
фикацию субъекта измерения, совершенствуя мерные приборы и 
методы измерений, производя измерения при благоприятном состо- 
янии внешней среды. Это влияние может быть ослаблено и над- 
лежащей математической обработкой результатов измерений. 

Статистические закономерности, которым подчиняются случай- 
ные ошибки, выражаются, в частности, перечисленными выше 
шестью их свойствами: ограниченности, компенсации, независи- 
мости, рассеивания, симметричности и унимодальности. Однако 
следует сказать, что эти шесть свойств выражают статистическую 
природу случайных ошибок лишь в главных чертах, отличающих 
их от ошибок систематических, и достаточно отчетливо проступают 
лишь при условии, когда изучаются обширные ряды ошибок. 

Систематические ошибки, поскольку они подчиняются свой- 
ственным им физическим закономерностям, допускающим опреде- 
ленное их аналитическое выражение, в отличие от ошибок случай- 
ных могут быть устранены из единичных результатов измерений. 
Для этого необходимо предварительно изучить закономерности, 
которым они подчиняются, а затем, зная аналитические выражения, 
соответствующие этим закономерностям, рассчитать поправки и 
ввести их в результаты измерений. 

Можно поступить и иначе. Руководствуясь вскрытой закономер- 
ностью, разрабатывают такой метод измерений, чтобы данная 
систематическая ошибка была возможно полнее устранена из 
последующих результатов измерений. 

Пример 8. Наличие эксцентриситета алидады горизонтального круга тео- 
долита вызывает, как известно, ошибку в отсчете, которая изменяется по закону 
синуса отсчета. На основании указанной закономерности делают вывод, что диа- 
метрально противоположные отсчеты имеют ошибки, равные по абсолютной 
величине, но разные по знаку. Поэтому у теодолитов из двух диаметрально 
противоположных отсчетов берут среднее, которое уже будет свободно от влия- 
ния эксцентриситета. 

Пример 9. Если геометрическое нивелирование выполняют с удержанием 
рейки в вертикальном положении на глаз, то отклонение последней, как изве- 
стно, вызывает преувеличение отсчета. Чтобы эту ошибку в отсчете существенно 
ослабить, применяют качание рейки, при этом улавливают наименьший отсчет, 
который соответствует вертикальному положению рейки. Более детальное изуче- 
ние этого источника ошибок обнаруживает, что при наличии у рейки значитель- 
ной толщины качание целесообразно применять, если отсчет будет не менее 
метра. 
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$ 3. КОЛИЧЕСТВЕННЫЕ КРИТЕРИИ 

ТОЧНОСТИ РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ 

Понятие точности измерений, изложенное в $ 1, основывалось 
на понятии условий измерений. Поскольку последние являются 
физической основой точности измерений, то построение количе- 
ственного критерия точности результатов измерений также должно 
быть связано с этими условиями. 

В том же параграфе было сказано, что действительная ошибка 
единичного результата измерения не может быть принята за кри- 
терий точности измерения. О точности измерений обычно судят 
по тому, как далеко могут уклоняться при данных условиях изме- 
рений их результаты от действительного значения измеряемой 
физической величины. 

Пусть [ результат измерения, полученный с систематической 
ошибкой © в условиях, которым соответствует предельная случай- 
ная ошибка Апр. Гогда для его полной ошибки = можно написать 
пределы 

9— д, << 9 -Ад,,. (12) 

Если эти пределы известны, то считают, что задача оценки 
точности данного результата измерения решена, так как по ним 
можно судить, каково будет возможное отклонение данного 
результата измерения от действительного значения измеренной 
величины. 

Однако такое решение нельзя признать вполне удачным. Дей- 
ствительно, в этом случае оказывается весьма затруднительным 
сравнивать между собой точности отдельных результатов измере- 
ний. Покажем это на примере. 

Пусть два результата измерения угла имеют соответственно 

систематические ошибки ©’=0’,2 и 9”=1',5, причем эти резуль- 
таты были получены в условиях, которым соответствовали пре- 
дельные случайные: ошибки Ар =1”,5 и А”’р=0’,2. Тогда согласно 
(12) для их полных ошибок =’ и =” можно написать пределы 

<< +,7 и 1,3 << 4147 
и сделать следующие выводы. 

Первый результат измерения был получен в условиях приме- 
нения метода измерения, обеспечившего относительно высокую 
степень исключения систематических ошибок, хотя случайные 
ошибки оказались значительных размеров, что, возможно, было 
вызвано применением мерного прибора невысокой точности. Вто- 
рой же результат измерения был получен в условиях, которым 
соответствовала значительная постоянная систематическая ошибка, 
а случайные ошибки оказались сравнительно малыми. Однако 
несмотря на существенные различия в условиях измерений, в обоих 
случаях модули пределов, в которых заключены полные ошибки 
этих результатов измерений, оказались равными. Мало того, учи- 
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тывая свойство унимодальности: случайных ошибок, можно утвер- 
ждать, что если бы в условиях, в которых был получен первый 
результат измерения, производились повторные измерения того же 
угла, то их результаты содержали бы полные ошибки, в большин- 
стве случаев близкие величине 0',2, и лишь редкие из этих резуль- 
татов содержали бы ошибки, близкие к вычисленным выше пре- 
делам. На том же основании можно утверждать, что полные 
ошибки повторных результатов измерений в условиях, в которых 
был получен второй результат измерений, будут, наоборот, близки 
не к малой величине 0’,2, а к величине 17,5. 

Из приведенного примера следует, что о точности результатов 
измерений надо судить раздельно по величинам систематических 
и случайных ошибок. Только тогда можно говорить о сравни- 
тельной точности результатов измерений. 

Вот почему при исключении из результатов измерений система- 
тических ошибок обычно имеют в виду исключение их фактиче- 
ских значений, а о точности результатов измерений судят по пре- 
дельной случайной ошибке. 

Если для некоторого результата измерений обе задачи решены, 
т. е. получены значения систематической ошибки и предельной 
случайной ошибки, то тогда для окончательного суждения о сте- 
пени близости данного результата измерения к измеренной звели- 
чине пользуются неравенствами (12) или иногда неравенством 

|| < 91+ Ал. (13) 
Поскольку систематические ошибки подчиняются динамиче- 

ским закономерностям, то выявление их значений, как было ска- 
зано в $ 2, требует предварительного изучения этих закономерно- 
стей в каждом отдельном случае. 

Предельная же случайная ошибка в большинстве случаев 
остается неизвестной. Поэтому к оценке точности результатов из- 
мерений приходится подходить косвенным путем, получая на 
предварительном этапе хотя бы приближенное значение предель- 
ной случайной ошибки. 

Исходя из этого, рассмотрим более подробно свойство рассеи- 
вания случайных ошибок. Допустим, что из многократных измере- 
ний некоторой физической величины получены два ряда резуль- 
татов: первый — при условиях измерений, которым соответствует 
предельная ошибка А’пр; второй — при менее благоприятных усло- 
виях, которым соответствует А” р. Отложим на числовой оси OT 
начальной точки О. (рис. 2) в некотором масштабе отрезки, изоб- 
ражающие А’р и A’ np. Затем отложим отрезки, изображающие 
абсолютные величины ошибок обоих рядов результатов измерений, 
и отметим концы этих отрезков точками. 

0 ‘np Опр 

Рис. 2 
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2 40 60 60 100 120 140 160 
Рис. 3 

Вполне понятно, что в интервале А’р—А” р могут оказаться 
точки, соответствующие ошибкам лишь второго ряда измерений, 
так как ошибки первого ряда измерений по абсолютной величине 
не могут превысить А’пр. В то же время в интервале О—А’тр рас- 
положатся все точки, относящиеся к ошибкам первого ряда, и не- 
которая часть точек, относящихся к ошибкам второго ряда. Чем 
менее благоприятны условия измерений, тем больше соответствую- 
щая им предельная ошибка и тем больше будут удаляться от нуля 
числовой оси точки, соответствующие ошибкам результатов изме- 
рений, полученным в таких условиях. Такое явление называют 
рассеиванием случайных ошибок измерений. Отсюда вытекает, 
что чем больше рассеивание случайных ошибок, тем больше и 
предельная ошибка. Поэтому, если подходящим образом подо. 
брать меру такого рассеивания, то по ней можно судить и о вели- 
чине предельной ошибки. В геодезии в качестве подобной меры 
рассеивания принята средняя квадратическая из случайных оши- 
бок данного ряда результатов измерений 

m= У", (14 
называемая обычно средней квадратической ошибкой. 

Исследуем эту величину на частном примере из практики гео- 
дезических измерений. 

На рис. 3 ломаная линия показывает изменение средней квад- 
ратической ошибки т в зависимости от числа измерений п, по 
которым она вычислялась. График был построен следующим об- 
разом. 

Взят ряд из 160 ошибок равноточных результатов измерений 
и по формуле (14) были вычислены значения средней квадрати- 
ческой ошибки: сначала по первым 5 ошибкам, затем по первым 
10 ошибкам и т. д., каждый раз добавляя следующие 5 ошибок. 
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По полученным 32 значениям 7 на график были нанесены точки 
и для наглядности соединены линией. 

Из этого графика следует, что средняя квадратическая ошибка 
при достаточно большом числе п принимает довольно устойчивое’ 
значение, в данном случае близкое к 27”. Это обстоятельство свой- 
ственно не только разбираемому частному примеру; оно отражает 
общую закономерность, заключающуюся в том, что при Noo 
величина 1 стремится к некоторому пределу, зависящему от усло- 
вий измерений. Эта закономерность сформулирована в § 2 в виде 
свойства рассеивания случайных ошибок измерений. Действи- 
тельно, из формулы (8) следует, что 

lim Zoe m, 

или, учитывая формулу (14), 

lim m=m. (15) 
li-~ cw 

Но постоянная т, называемая стандартом, зависит OT усло- 
вий измерений, от которых зависит и предельная ошибка Дир. 

Следовательно, между т и Ар должна существовать также неко- 
торая зависимость. Если эту зависимость выразить уравнением 

Апр = tm, (16) 
где { — некоторая постоянная, то отыскание Anp сведется к уста- 
новлению параметра f. 

`В геодезии принято параметр Ё считать равным 3, т. е. вычис- 
лять предельную ошибку по уравнению 

Ар = 3m. (17) 

При этом предполагается, что все результаты измерений, по- 

лученные в условиях, которым соответствует данный стандарт 7, 
и обладающие ошибками, по абсолютной величине превышаю- 

щими Апр=3 mM, содержат ошибки грубые и должны быть изъяты 
из обработки с заменой их новыми результатами последующих 
повторных измерений. 

Заметим, что иногда: (при особо ответственных геодезических 
измерениях) для вычисления предельной ошибки и отбраковки по 
ней особо отклоняющихся результатов измерений пользуются фор- 
мулой . 

Any = 2m. (18) 
Таким образом, благодаря уравнению (17), оценка точности 

результатов измерений свелась к определению стандарта 1, KOTO- 
рый наравне с предельной ошибкой App может быть принят в каче- 
стве меры точности. Однако ввиду невозможности осуществить 
бесконечный ряд измерений сам стандарт фактически всегда оста- 
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ется неизвестным и приходится пользоваться другой мерой точ- 
‘ности — его приближенным значением — средней квадратической 
ошибкой т. В таком случае формулы (17) и (18) принимают вид 

И 
Anp = 2M. 

В дальнейшем последние формулы будем именовать соответ- 
ственно формулами утроенной или удвоенной средней квадрати- 
ческой ошибки. 

Из рис. 3 также следует, что при небольшом числе измере- 
ний средняя квадратическая ошибка может весьма заметно откло- 
ниться от стандарта. Поэтому не лишен интереса вопрос о ско- 

рости стремления т к т при п->оо. Оценить эту скорость можно 
на основании следующих соображений. 

Приняв среднюю квадратическую ошибку как приближенное 
значение стандарта, будем считать, что при ограниченном числе 
измерений она сама содержит некоторую ошибку. Поэтому можно 
поставить вопрос об отыскании средней квадратической ошибки 
Mm самой средней квадратической ошибки, т. е. поставить вопрос 
об оценке точности, или, как говорят, об оценке надежности сред- 
ней квадратической ошибки т. Ответом на этот вопрос может 
служить приближенная формула 

т 

Пт oR (19) 

которая, выражая Mm как убывающую функцию OT п, позволяет 
оценить в среднем скорость стремления к пределу в (15). С вы- 
водом формулы (19) можно познакомиться в $ 24. 

ссли выражению (19) придать вид 

тт i! 

то при различных значениях п получим разные значения относи- 

тельной средней погрешности an средней квадратической ошибки, 

выраженные в табл. | в процентах. 
Таблица 1 

n | 2{a]a]s5 | 6 71 8 | 9 | 120 15 20 25 | 

nm | 50 | 41 | 35 | 32 | 29 | 97 | 95 | 294 | 9% | 1g | 16 | 14 

| 

Рассматривая табл. |, замечаем, что при малых значениях 
числа измерений п средняя квадратическая ошибка т содержит 

т 
заметную относительную погрешность —™. Легко видеть, что при 

п<25, как это и бывает в подавляющем числе случаев геодезиче- 
ской практики, средняя квадратическая ошибка имеет не более 
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одной верной цифры. Поэтому для практических расчетов, связан- 

ных с оценкой точности произведенных измерений, можно предло- 

жить следующее правило. 
Если число измерений п<25, то среднюю квад- 

ратическую ошибку следует вычислять с одной 
значащей цифрой, оставляя вторую запасной 
в случае, когда первая является единицей. 

При n>25 среднюю квадратическую ошибку сле- 
дует вычислять с двумя значащими цифрами. 

При числовых расчетах в геодезии пользуются совместной за- 
писью результата измерения и его средней квадратической ошибки 

+ т. 

Эту запись следует читать так: «получен результат измерения / 
с точностью, характеризующейся средней квадратической ошиб- 
KOH Mm». 

Однако, несмотря на эту традиционную довольно удобную со- 
вместную запись, сопровождаемую двойным знаком, везде в даль- 
нейшем под средней квадратической ошибкой и стандартом будем 
понимать величины положительные, т. е. в формуле (14) перед 
радикалом будем брать лишь знак плюс. 

Заметим, что иногда вместо средней квадратической ошибки 
в качестве меры точности измерений пользуются другими сред- 
ними величинами, например средней ошибкой 3, определяемой 
формулой 

ss 

или вероятной ошибкой р, определяемой следующим путем. 
Случайные ошибки A), Ao, ..., An располагают в ряд по возрас- 

танию их абсолютных значений; член, расположенный в середине 
этого ряда, и будет вероятной ошибкой. Если число членов 
этого ряда четное, то в середине него ‘будут стоять два равноправ- 
ных члена; тогда за вероятную ошибку принимают их среднее 
значение. 

Однако, если в качестве меры точности измерений выбрать 
одну из этих величин — среднюю или вероятную ошибку, то раз- 
вить на их основе достаточно общий математический аппарат 
оценки точности функций результатов измерений, подобный тому, 
который излагается ниже, нельзя. 

Несмотря на это, ими все же пользуются в некоторых зарубеж- 
ных странах (например, в США) для обработки геодезических 
измерений. 

В геодезической практике в качестве специальных характерис- 
тик точности измерений иногда используются: 

относительная ошибка, определяемая выражением 

| А 
i? 



относительная' предельная ошибка — 

Апр. 

—) 

1 

относительная средняя квадратическая ошибкаы— 

т 
“T° 

Во всех трех приведенных выражениях [ есть результат изме- 
рения, точность которого характеризуется. Обычно все эти три 
величины выражаются либо аликвотной дробью (простой дробью, 
числитель которой равен единице), либо в процентах. 

Пример 10. На местности измерена линия длиной 200 м с точностью, ха- 
рактеризуемой средней квадратической ошибкой 0,08 м. Относительная средняя 
квадратическая ошибка этого результата измерения будет равна 1: 2500. 

Следует заметить, что все эти три характеристики относитель- 
ной точности имеют смысл лишь в том случае, если заведомо H3- 

вестпо,..чЧто точность результата измерения зависит от величины 

объекта ‚Измерения. Именно поэтому погрешности угловых измере- 

ний в триангуляции и полигонометрии не характеризуют такими 
относительными величинами, так как известно, что ошибки изме- 

рения углов не зависят от величин самих. углов. 

$ 4. ОСНОВНЫЕ ТИПЫ ЗАДАЧ, 

РЕШАЕМЫХ ПРИ ПОМОЩИ ТЕОРИИ ОШИБОК ИЗМЕРЕНИЙ 

Измерения обычно организуют так, чтобы можно было полу- 
чать, кроме необходимых, и дополнительные результаты. В таком 
случае, как это следует из определения дополнительных измере- 
ний, получим -не одно, а несколько отличающихся одно от другого 
приближенных значений измеренной физической величины. Какое 
из них принять в качестве наилучшего, наиболее точного прибли- 
жения к действительному значению измеренной величины? Или, 
может быть, по этим результатам следует ‘получить чисто вычис- 
лительным путем новое, более точное приближение? Ответ на эти 
вопросы составляет первую задачу теории ошибок измерений, 
которую ради краткости назовем задачей уравновеш ива- 
ния результатов измерений и сформулируем так: 

Теория ошибок разрабатывает правила вычисления (при нали- 
чии дополнительных измерений) наиболее точных приближений 
к действительным значениям измеренных физических величин. 

Для правильного ‘использования ‘полученных результатов из- 
мерений и вычисленных по ним наиболее точных приближений 
к измеренным физическим величинам весьма важно знать, с какой: 
точностью эти результаты измерений и вычисленные приближения 
были получены. Не имея ‘представления об этой точности, нельзя 
ничего сказать о том, насколько полно выполненные измерения от- 
ражают количественную сторону окружающей нас действитель- 
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ности, насколько хорошо они удовлетворяют производственным 
и научным требованиям. Из этого вытекает вторая задача теории 
ошибок измерений, которую кратко назовем задачей апосте- 
риорной оценки точности и сформулируем так: 

Теория ошибок разрабатывает правила оценки точности уже 
полученных результатов измерений, наиболее точных приближе- 
ний к действительным значениям измеренных величин и их функ- 
ций. 

Необходимым условием разрешимости этой задачи является 
наличие дополнительных измерений. 

Для того чтобы измерения давали возможность получать 
результаты с необходимой точностью, в кратчайший срок и при 
минимальных материальных затратах, надо уметь эти измерения 
соответствующим образом планировать. Указанные соображения 
приводят к третьей задаче теории ошибок —задаче априор- 
ной оценки точности, которую сформулируем так: 

Теория ошибок позволяет так планировать измерения и вычис- 
ления, чтобы они давали результаты с наименьшей затратой мате- 
риальных средств и времени при достаточной для существа дела 
точности. 

Из характера содержания приведенных трех основных задач 
теории ошибок измерений вытекает вывод об огромном ее значе- 
нии для геодезии. Разработка методики измерений и мерных при- 
боров, рационализация существующих методов измерений и всех 
производственных процессов, оценка точности получаемых резуль- 
татов измерений и технически грамотное использование последних 
в дальнейшем возможно лишь при соответствующем их анализе 
средствами теории ошибок измерений. Это осуществляется путем 
необходимых научных и инженерных расчетов, основанных на 
математическом аппарате, составляющем главное содержание тео- 
рии ошибок измерений. 

Вопросы для самопроверки 

|. Что такое измерение? 
2. Что такое результат измерения? 
3. Каково основное различие между прямым и косвенным измерениями? 
4. К какому виду измерений — к прямым или косвенным — следует относить 

определение превышений тригонометрическим нивелированнем? 
5. Перечислите факторы, при наличии которых всегда протекает любой 

процесс измерения. 
6. Что следует понимать под условиями измерений? 
7. Чем отличаются неравноточные измерения от равноточных? 
8. Сколько существует видов элементарных ошибок? Приведите примеры 

ошибок каждого из этих видов, если измеряется мерной лентой линия мест- 
ности. 

9. Каково основное различие между систематическими и случайными эле- 
ментарными ошибками? 

10. Приведите примеры постоянной и переменной систематических элемен- 
тарных ошибок при угловых измерениях. 

11, Что такое систематическая и случайная ошибки результата измерения? 
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12. Что такое грубая ошибка? Каким путем ее можно обнаружить? 
13. Опишите классификацию ошибок результатов измерений. 
14. Перечислите основные свойства случайных ошибок результатов изме- 

рений. 
15. Каково различие между свойствами систематических и случайных: 

сшибок? 
16. Что такое точность результата измерения? 
17. В чем состоит различие между средней квадратической ошибкой и: 

стандартом? От чего зависят эти величины?. 
18. Какова зависимость между предельной ошибкой и стандартом? 
19. Как вычисляют предельную ошибку? В каких случаях используют фор-- 

мулы утроенной или удвоенной средней квадратической ошибки? 
20. По какой фоомуле можно произвести оценку надежности средней KBa- 

дратической ошибки? 
21. Со сколькими значащими цифрами следует вычислять среднюю квадра- 

тическую ошибку? 
22. Что такое средняя ошибка? По какой формуле она вычисляется? 
23. Как можно определить вероятную ошибку? 
24. Дайте определения относительной, относительной предельной и относи-- 

тельной средней квадратической ошибок? 
25. Каковы основные задачи теории ошибок измерений? 

Задачи и упражнения 

1. Для определения непристунного расстояния на местности были измереньр 
базис и все три угла треугольника, двумя сторонами которого явились искомое“ 
неприступное расстояние и базис. Сколько из полученных четырех результатов: 
измерений необходимых? 

2. Для определения высоты геодезического сигнала установлен на некотором 
от него расстоянии теодолит и измерены это расстояние и вертикальный угол‘ 
на вершину знака. Далее теодолит был переставлен в другое место и выполнены: 
аналогичные измерения. Сколько пслучено результатов дополнительных изме- 
рений? 

3. Для исследования теодолита этим инструментом было выполнено 18 изме- 
рений одного и того же угла. Результаты оказались следующими: 

1. 60° 15’,7 7. 60° 15,9 13. 60° 16’,0 
2. 60 16,2 8. 60 16,6 14. 60 16,3 
3. 60 16,1: 9. 60 16,1 15. 60 16,3 
4. 60 15,8 10. 60 16,4 16. 60 16,2 
5. 60 16,7 11. 60 16,4 17. 60 16,3 
6. 60 16,0 12. 60 16,2 18. 60 15,9 

Тот же угол был измерен высокоточным угломерным инструментом, что дало 
результат — 60° 16’,21. Приняв этот результат за действительное значение угла: 
и считая, что в измерениях систематические ошибки отсутствуют, вычислить. 
среднюю квадратическую ошибку измерения исследуемым теодолитом угла 
одним приемом; используя формулу утроенной срелней квадратической ошибки, 
вычислить предельную ошибку и оценить по формуле (19} надежность вычислен- 
ного значения средней квадратической ошибки. 

4. По данным предыдущей задачи вычислить среднюю и вероятную ошибки. 
5. Выполненное многократное измерение линии местности мерной лептой 

дало сяедующий результат: 280,72-0,06 м. Вычислить относительные предель- 
ную и среднюю квадратическую ошибки, выразив их аликвотными дробями. 
Указание. Для вычисления относительной предельной ошибки использовать. 
формулу удвоенной средней квадратической ошибки.



ГЛАВА 

ОЦЕНКА 
ТОЧНОСТИ ФУНКЦИЙ | 

РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ 

$ 5. ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ ЛИНЕЙНОЙ ФУНКЦИИ 

РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ 

При расчетах практического характера и теоретических иссле- 
дованиях, связанных с решением основных задач теории ошибок— 
задач уравновешивания, апостериорной и априорной оценок точ- 
ности; — весьма часто возникает необходимость в оценке точности 
функции, если точность ее аргументов известна, т. е. в умении 
вычислять стандарт или среднюю. квадратическую ошибку функ- 
ции соответственно по стандартам или средним квадратическим 
ошибкам аргументов. 

Так, например, практически важно знать точность передачи 
отметки по ходу геометрического нивелирования, состоящему из п 
станций, если средняя квадратическая ошибка определения ‘пре- 
вышений на каждой станции известна. 

Или взять другой пример. Пусть на местности измерены сто- 
роны прямоугольного поля. Как определить среднюю квадратиче- 
скую ошибку вычисленной площади этого поля, если средние квад- 
ратические ошибки результатов измерений его длины и ширины 
известны? Следует сказать, что подобные задачи в геодезической 
практике возникают весьма часто. 

He менее важно уметь вычислять систематические ошибки 
функций результатов измерений, если систематические‘ ошибки 
аргументов известны. Например, величина отклонения мерной 
ленты от ее номинальной длины была получена в результате 
компарирования. С какой ошибкой будет получен результат изме- 
рения Такой лентой линии па местности? Решение этого ‘вопроса 
позволит решить и следующий вопрос: какое можно допустить от- 
клонение мерной ленты от ее номинальной длины, чтобы, не учи- 
тывая его при линейных измерениях, можно было получать резуль- 
таты, содержащие систематические ошибки (возникающие именно 
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от этого. источника), пренебрегаемо малые по сравнению со’ слу- 
чайными ошибками? | 

Решение задач по расчету систематических ошибок и оценке 
точности функций результатов измерений основывается на двух 
теоремах теории ошибок измерений. Рассмотрим сначала первую 
теорему, позволяющую решать подобные задачи для линейной 
функции результатов измерений. 

Первая теорема. Если xX, X2, ..., Xn — независимые резуль- 
таты измерений, полученные с точностью, характеризующейся со- 

ответственно стандартами т, то, ..., Mn, и содержащие соответ- 
ственно систематические ошибки OB), Oo, ..., On, то функция 

У = Cy 1 CyXy - сах. +... сх,» (21) 

Где Co, Ci, Co, ... Cn — Постоянные, во-первых, содержит система- 
тическую ошибку 

©, = ¢,0; + ¢,0,-+...+ ¢,9,, (22) 

и, во-вторых, ее стандарт равен 
— => =; — 
my = cm? + c2m? +...+¢,2m,?. (23) 

Доказательство. Пусть ¥, Xi, Xo, ..., Xn — действитель- 
ные значения соответственно функции (21) и ее аргументов Xx, 
Х2,... Xn, СВЯЗанные равенством 

-— | 
Y — Co т CX, -|- с. Хо -- ote +- СХ. (24) 

Тогда, вычитая почленно равенство (24) из (21) и учитывая (2), 
приходим к зависимости между ошибкой =, функции (21) и ошиб- 
ками Е|, =2, ..., €n ее аргументов 

fy = С1Е1 + сое 4... + enka, (25) 

где 

в, — 9, -- А, | 

=@, +A; (i=1,2,..., 7) 

а ©,, Ay — систематическая и случайная ошибки функции у, 
i, A; — систематические и случайные ошибки ее аргументов. 
Теперь, учитывая (26), формуле (25) придаем вид 

9, + Ay =e, (9, ++ Ay) + с. (9, Ay) +... + с, (9, + An), 

откуда, разделяя систематические и случайные ошибки, получаем 
выражения для систематической и случайной ошибки функ- 
ции (21): 

(26) 

= С1А, + Oph, +... + А, 

Итак, первая часть теоремы, представленная формулой (22), 
доказана. 

9, = ¢,0, -- с.0, -|-...- с,9, | (27) 

Ay 
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Приступая к доказательству второй части, допустим, что каж- 
дый из аргументов ху, Хо, ..., Xn был измерен $ раз 

/ / / Хх’, Х,..., Xp 
И 4 М xy", Xa", wy Xp 

’ 

(5) (5) (5) 
x 3 X» .. ’ Xn | 

при этом X; измерен $ раз при одних условиях, х2 — при других 
условиях, т. е. все $ значений х‚, получены с одной точностью, 
хо — с другой и т. д. 

Каждому из этих рядов соответствует равенство вида (27). 
Поэтому можем написать $ таких равенств 

А, ‘== СА" + CoA,’ + .’ + CAL’, 

Ay” == CyAy" + CA” +... + СА, 

д, — cA, -- cA, ae ... -- С.А). 

Возведем левые и правые части этих равенств в квадрат 

(Ay’)? =с,? (Ay)? + C2? (Ag’)? --.. he Beit; A/A,’, 

(A,”)? —= С.” (A,”)? -|- 372 (A,”)? + +. -L 236, с; А, Г у, 

(a, Pao? (AP с (о... 2 ск) АА 9) 

И полученные таким путем результаты почленно сложим. Тогда 

после почленного деления на $ придем к равенству 

A ly’ = celal ор 4 4 6,2 № +23 ceo" 
5 

[4 i “АЛ —^. (28) 
Нри неограниченном возрастании $ согласно свойству (8) рас- 

сеивания случайных ошибок можем написать пределы | 

А —_ 
Se amy; Ни = m2 (51, 2,..., 2), 

$ + 00 

lim 
$ = 00 

а на основании свойства (7) независимости случайных ошибок 
аргументов предел 

. [АЛ ( 
lim —— = (< j=l, 2,..., М), 
$ -> 00 

учитывая которые, после перехода к пределу по $ в (28), придем 
к равенству 

ту? = em? -|- сть? + oc e +- c,7m,?, 
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из которого следует справедливость и второй части теоремы, вы- 
ражаемой формулой (23). Таким образом, первая теорема дока- 
зана полностью. 

Наиболее важные частные случаи, вытекающие из первой тео- 
ремы, приведены в табл. 2 (случаи 2—5а). 

Учитывая, что средняя квадратическая ошибка является при- 
ближенным значением стандарта, можно воспользоваться первой 
теоремой для подсчета средней квадратической ошибки т, функ- 
ции (21} по средним квадратическим ошибкам т., то, ..., ть ее 
аргументов. Для этого достаточно в формуле (23) заменить стан- 
дарты соответствующими средними квадратическими ошибками. 
Тогда получим формулу 

my=V ¢"m,*+c2m,? +... + сть, (29) 

которая, впрочем, легко получается из равенства (28), если в нем 
перейти на основании формулы (14) к средним квадратическим 
ошибкам и после этого извлечь из обеих его частей квадратный 
корень. 

$6. НЕКОТОРЫЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ПЕРВОЙ ТЕОРЕМЫ 

К АНАЛИЗУ ТОЧНОСТИ РЕЗУЛЬТАТОВ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ ИЗМЕРЕНИЙ 

О погрешностях дальномеров с постоянным углом 

Пусть известно, что при определении расстояния нитяным 
дальномером трубы с внешней фокусировкой по формуле 

D=kl+c (30) 

коэффициент А и постоянное слагаемое с дальномера определены 
столь надежно, что погрешность искомого расстояния В зависит 
лишь от погрешности отсчета / по рейке. Требуется подсчитать 

систематическую ошибку Op и. стандарт ть расстояния D, если 

известны систематическая ошибка ©; и стандарт т, отсчета по 
рейке. 

Считая А и с величинами безошибочными, замечаем, что фор- 
мула (30) выражает расстояние D как линейную функцию от OT- 
счета по рейке /. Следовательно, для решения поставленной за- 
дачи можно воспользоваться первой теоремой. Из табл. 2 видно, 
что к разбираемому примеру подходит частный случай под номе- 
ром 2. Поэтому можно написать 

9Ор=А@0, и mp=km. (31) 

В пвактике геодезического производства систематическая 

ошибка ©; и стандарт т; фактически остаются неизвестными’ и 
потому по полученным формулам обычно производят лишь при- 
ближенные числовые расчеты. Однако из этих формул можно 
получить весьма важные для практики данные, относящиеся к пра- 
вильной организации дальномерных измерений, т. е. относящиеся 
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к решению задачи априорной оценки точности. Действительно, из. 
этих формул следует, что чем больше будет коэффициент дально- 
мера &, то тем больше будут систематическая ошибка и средняя 
случайная ошибка результата дальномерных измерений. В на- 
стоящее время дальномеры изготовляются так, что К= 100, если 
отсчет по рейке производить между крайними нитями сетки. От- 
счету по крайней и средней нитям сетки соответствует k=200, 
а по крайней и «четвертной» нитям — R=400. Отсюда следует, что 
определять расстояния, отсчитывая по рейке по крайней и сред- 
ней нитям сетки и тем более по крайней и «четвертной» нитям, 
не следует, так как в этом случае резко возрастают погрешности 
дальномерных измерений. Эта рекомендация должна учитываться 
во время набора пикетов при мензульной и тахеометрической 
съемках; особо ее надо учитывать при проложении мензульных 
ходов. 

Иногда неблагоприятные условия местности все же заставляют 
производить отсчеты по средней и крайней нитям сетки. В этом 
случае поступают так. Вначале определяют расстояние по средней 
и одной из крайних нитям, а затем, повернув трубу, по другой 
крайней и средней нитям и из двух определений расстояния берут 
среднее, которое и принимают за окончательное. Рассмотрим, как 
в этом случае будут действовать погрешности. 

Полученные два значения расстояния согласно (30) выразятся 
формулами: 

dD, = 2001, -- С И 0. = 2008, -[. С, (32) 

в которых / и [5 — отсчеты по рейке, полученные соответственно 
по средней и одной из крайней нитям и по другой крайней и сред- 
ней нитям. Для окончательного значения расстояния имеем фор- 

мулу 

= 9 == D,+-57 D.. (33) 

Согласно формулам (32) и (31) можно написать 

Op, = 2000,, ть =200т, и 8p,—2008,, ть, =900ть, 

а для функции (33) по первой теореме получим 

1 1 — | — \ 1 — \2 
Эр —=-— 9, - > 9ь,, то | (amo, + (ama) 

Теперь подстановка значений Op, и Op, и Mp,, ть,, в последние 
равенства из предыдущих дает 

— mn— m2 т? 
9р=100(9, + 9,,), ть = 100 Ум ВЕРЬ . 

Если предположить, что как систематические; так и случайные 
ошибки отсчетов весьма мало зависят от величин этих отсчетов, 
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т. е. предположить, что @,=0,, =9; и т=пи, =ть то оконча- 
‘тельно придем к формулам: 

Op = 2000; mp = 140, 
из которых можно сделать вывод, что рассматриваемый прием 
дальномерных измерений не ослабляет влияния систематических 
ошибок и вместе с тем заметно ограничивает действие ошибок 
случайных. Для окончательного суждения по этому вопросу необ- 
ходимо провести дополнительную экспериментальную проверку 
принятой гипотезы (независимости погрешностей отсчитывания по 
рейке от величин самих отсчетов). 

О накапливании погрешностей в сумме углов теодолитного хода ~ 

Рассмотрим, как накапливаются погрешности в сумме углов 
‘теодолитного хода. Пусть каждый из п углов измерен в условиях, 
при которых возникли’ систематические ошибки ©, Oo, ..., On U 

которым соответствует один и тот же стандарт тв. Тогда для 
суммы углов 

[В] =8: НВ... В, 
согласно частным случаям 5 и ба табл. 2, можно написать фор- 
мулы определения систематической ошибки 

Oj = 9, +0, -...-- 8, (34) 
и стандарта 

Mg) == ma У п. (35) 
Если ввести понятие средней систематической ошибки 

9 8,.——1, (36) 
то равенство (34) примет вид 

Эн — Qo» .П. (37) 

Из формул (35) и (37) можно сделать следующий окончатель- 
НЫЙ ВЫВОД: 

Накапливание в сумме углов теодолитного хода влияния систе- 
‚матических ошибок в среднем пропорционально числу углов, 
а случайных ошибок в среднем пропорционально корню квадрат- 
ному из числа углов. 

Из этого положения вытекает, во-первых, что поскольку систе- 
матические ошибки накапливаются значительно быстрее случай- 
ных, то надо направлять максимум усилий к ослаблению их влия- 
ния на результаты измерений углов; во-вторых, что при задан- 
ной длине теодолитного хода наибольшая точность передачи 
дирекционного угла будет достигнута при минимальном числе по- 
воротных точек хода. Оба эти вывода весьма важны для прак- 
тики геодезических работ. 
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На основании вскрытой закономерности производят следующий 
расчет допустимых угловых невязок в угломерных ходах. 

Угловую невязку [,, как известно, вычисляют по формуле 

в= [8] — [В], 
где {8] — фактическая или, как иначе говорят, практическая сумма 
углов, а {S|}, — так ‘называемая теоретическая сумма углов. По- 
скольку последняя является величиной безошибочной, то для сред- 
ней квадратической ошибки т; невязки f,, согласно (35), можно 

‘написать 

т, = ту п. 
Применяя теперь (18) и считая, что систематические ошибки 
угловых измерений по сравнению со случайными ничтожны, для 
предельного значения (допустимого) угловой невязки хода полу- 
чим формулу 

8- доп = 218 Уп. 

Известно, что если углы измеряют тридцатисекундным или 
одноминутным теодолитом, средняя квадратическая ошибка из- 
меренного угла полным приемом будет соответственно равна 0’, 5 
‘или 0’, 7—0’, 8. Поэтому, согласно предыдущей формуле, для этих 
случаев получаем соответственно формулы 

Т3-дош — VVn 

fe-ron==V',5V 0, 
которые имеют широкое применение в практике проложения тео- 

ДОЛИТНЫХ ХОДОВ. 

О накапливании погрешностей при линейных измерениях 

При измерении линии местности мерная лента длиной [ уло- 
жилась п раз и был получен результат $. Считая, что каждое уло- 
жение ленты проходило примерно в одинаковых условиях, в кото- 
рых возникали систематические ошибки ©), Oo, ..., On и случай- 

ные ошибки, характеризуемые одним и тем же стандартом ть, и 
ради простоты рассуждения, пренебрегая заведомо малыми по- 
грешностями измерения остатка, рассмотрим зависимость между 
длиною линии $ и отдельными уложениями Ц, lo, ..., ш ленты 
в‹виде функции 

=1+h+...+4,. _ 

Для расчета систематической ошибки ©; и стандарта т; длины 
линии $ воспользуемся случаями 5 и 5а табл. 2. Используя фор- 
мулы (35) — (37), можно написать 

9,=9.,-п 
$ ШИ. 38 
ту) (88) 
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Из формул (38) легко видеть, что.и при линейных измерениях 
систематические и случайные ошибки накапливаются по. тем же 
законам, которые были установлены в предыдущем примере ‘отно- 
сительно накопления погрешностей в суммах углов теодолитных 
ходов. Путем преобразования формул (38) придадим этим зако- 
номерностям несколько иную форму. 

Напишем приближенное равенство 

s=nl. 

Подставив из него значение числа уложений п в формулы (38), 
получим: | 

Gep \ 
9,=— $ | 

О (39) 
ту 

Если ввести обозначения 

<; — 

p 9 (40) 

то формулы (39) примут окончательный вид 

9 227. .& 

|. (41) 
т; =. И 5 

Величины, определяемые равенствами (40), для данных усло- 
вий измерений можно считать постоянными. Поэтому Ha OCHOBa- 
нии формул (41) приходим к такой закономерности накаплива- 
ния погрешностей при линейных измерениях. 

При линейных измерениях мерной лентой накапливание систе- 
матических ошибок происходит в среднем пропорционально длине 
линии, а случайных — в среднем пропорционально корню квадрат- 
ному из длины линии. 

И в данном случае обнаруживается, что систематические 
ошибки накапливаются в среднем существенно быстрее, чем 
ошибки случайные. Именно поэтому при производстве линейных 
измерений принимают ряд мер для ослабления влияния на их 
результаты именно систематических ошибок. К таким мерам, 
например, относится предварительное провешивание линий, тща- 
тельное компарирование лент и т. п. 

Рассмотрим вопрос о размерности величин, определяемых 

равенством (40). Величину ps обычно называют коэффициен- 
том случайного влияния при линейных измерениях. Так 

как [и т; имеют размерность длины, то из второй формулы (40) 

следует, что коэффициент случайного влияния п, имеет размер- 
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| . | 
ность. длины в степени ->. Для удобства вычислений условимся 

1 
выражать ts в м? и эту мало удобную размерность при написа- 
нии числового значения коэффициента случайного влияния будем 
просто опускать, помня при этом, что во вторую из формул (41) 

$ надо подставлять в метрах, чтобы получить 11, также в метрах. 
Заметим, что коэффициент случайного влияния в существенной 
мере зависит от внешней среды, в которой протекают измерения, 
и в первую очередь от характера местности, т. е. от того, `на- 
сколько благоприятна местность для измерения на ней линии мер- 
ным прибором прямо по земле. 

По аналогии с коэффициентом случайного влияния назовем: 
величину ts, определяемую первой из формул (40), коэффи- 
циентом систематического влияния при линейных из- 
мерениях. Из (40) видно, что эта величина имеет нулевую размер- 
ность, т. е. является отвлеченной. 

О накапливании погрешностей 
при геометрическом нивелировании 

При геометрическом нивелировании отметку Hy конечного 
репера получают по формуле 

Нь — Ay + hy +A, + ... + hn, 

где Й:,. Йо, ..., Ayn — превышения, измеренные Ha станциях; Hy — 
отметка начального репера. 

Будем считать отметку Нн безошибочной, а превышения — 
содержащими систематические ошибки ©), Ge, ..., On и равноточ- 
ными; т. е. полученными в одинаковых условиях, которым соответ- 

ствует стандарт т. Заметим, что для расчета систематической 

ошибки Op, и‘стандарта ть отметки конечного репера здесь при- 
менимы случаи 5 и Oa табл. 2. Поэтому на основании формул 
(35) — (37) напишем: 

9, —=©.»-п | , (42) 

m,—=mVn 

Чтобы преобразовать эти формулы, предположим, что ниве- 
лирный ход прокладывался в равнинной местности и потому на 
каждый километр хода приходилось примерно одно и то же 
число станций. Имея это в виду, обозначим через L длину хода, 
а через [ср — среднее расстояние между рейками при нивелирова- 
нии на’одной станции. Тогда число п всех станций в ходе будет 
близко к величине 

n=. (43) 
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Подстановка этого значения п в формулы (42) придаст им 
такой вид 

mn FeV 
Введя здесь обозначения 

Г | (44) 
ны. |. 
У | 

окончательно Получим 

Sth (45) 
my =p,V L 

Величины, определяемые paBelicTBaMH (44), для данного класса 
нивелирования можно считать постоянными. Поэтому на основа- 
нии формул (42) и (45) можно сформулировать следующую зако- 
номерность накапливания погрешностей нивелирования. 

При геометрическом нивелировании систематическая ошибка 
в сумме превышений, измеренных на станциях, накапливается 
в среднем пропорционально числу станций, а случайная ошибка— 
в среднем пропорционально корню квадратномиу из числа станций. 

Если ход прокладывается в равнинной местности, когда на 
каждый его километр приходится примерно одно и то же число 
станций, то можно считать, что в этом случае систематическая 
ошибка накапливается в среднем пропорционально длине хода, 
4 случайная — в среднем пропорционально корню квадратному из 
длины хода. 

В геометрическом нивелировании весьма важное значение 

имеют величины (44). Раскроем смысл ть. 
Если во второй из формул (45) принять длину хода L равной 

1 км, то легко видеть, что vw, будет стандартом превышения, полу- 
ченного по ходу длиной в один километр. Его приближенное зна- 
чение pp, обычно называют средней квадратической ошиб- 
кой нивелирования на | км хода. Такое наименование 
следует признать условным, так как, выражая Г в километрах, 

а т, — в миллиметрах, для сохранения равенства размерностей 

правой и левой частей второго из равенств (45) величине р» при- 
1 мм . 

дется приписать размерность ———. Вместо такой довольно не- 
Vi ки 

удобной размерности величину pp условно выражают в милли- 
метрах, имея при этом в виду, что под корень в формуле (45) 
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подставляется безразмерная величина, численно равная числу. 
километров, содержащихся в L. 

По ‘аналогии с р» стандарт pr будем называть стандартом 
нивелирования на | км хода. 

Величина tp, определяемая первой из формул (44), как сле- 
дует из. первой формулы (45), если в ней принять Ё равным 1.км, 
является систематической ошибкой превышения, полученного по 
ходу длиной в один километр, или, как часто условно говорят, 
систематической ошибкой нивелирования Hal км 
хода. Заметим, что поскольку ошибки нивелирования принято. 
выражать в миллиметрах, а длину ходов — в километрах, то на 
основании первой из формул (45), сохраняя размерности ‘обеих 
частей ее равенства, величине t, придется приписать такую раз- 
мерность: мм на км. 

В заключение отметим, что систематическая ошибка нивели- 
рования на | км хода является весьма важной характеристикой 
качества геометрического нивелирования, так как систематические 
ошибки нивелирования накапливаются значительно быстрее, чем 
случайные. 

О погрешностях при тригонометрическом нивелировании 

Как известно, при тригонометрическом нивелировании место 
нуля МО и вертикальный угол у вычисляются по формулам: 

Mo — КП + кл (46) 

И 

И (47 } 

Отвлекаясь от систематических ошибок и принимая, что от- 
счеты КП и КЛ по вертикальному кругу равноточны, т. е. обла- 
дают одним и тем же стандартом (например, т), подсчитаем стан- 

дарты тмо и т, — места нуля и вертикального угла. Представив 
для этого формулы (46) и (47) в виде 

1 1 

1 1 
yey KI Kul, 

заметим, что они выражают MO и у как линейные функции отсче- 
тов и потому к этим функциям применима первая теорема. Тогда 
по формуле (23) получим 

— м 
Тмо =, ==, (48) 
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откуда следует, что место нуля и вертикальный угол 
определяются с одинаковой точностью. Это поло- 
жение лежит в основе требования инструкций и наставлений, огра- 
ничивающего размеры колебания места нуля на станции. Такое 
ограничение уменьшает рассеивание места нуля, а следовательно, 
повышает его точность, что в свою очередь, как это следует из 
формулы (48), ведет к повышению точности измерения вертикаль- 
ных углов. 

©O6 искажении оценки точности систематическими ошибками 

Нередко возникает необходимость воспользоваться формулой (14) средней 
квадратической ошибки, подставляя в нее вместо случайных ошибок полные 
ошибки результатов измерений, состоящие из систематических и случайных 
пастей, т. е. 

9 
т’ = y ©. (49) 

n 

_ Очевидно, что в этом случае средняя квадратическая ошибка будет иска- 
жена систематическими ошибками и ее нельзя будет использовать для вычисле- 
ния предельной ошибки по формулам (17) или (18). Именно поэтому в фор- 
муле (49) средняя квадратическая ошибка отмечена штрихом, указывающим, 
что она искажена. Рассмотрим механизм этого искажения. 

Выражая согласно (3) в (49) полную ошибку = через ее слагаемые, 
напишем 

2 m'=V/ Wer’ | 
п 

‚_ [92+29 A+ Az] _ [03] „ 94] — [A] у YE ET ET oy n | 

ИЛИ 

Обычно полагают, что произведение случайной ошибки на неслучайную ве- 
личину обладает всеми свойствами случайной ошибки. Поэтому при достаточно 

GA 
большом числе измерений п можно ожидать, что средняя “7, На основании 

свойства компенсации случайных ошибок будет близка к нулю. Тогда, отбра- 
сывая эту величину под корнем. правой части равенства (50) и учитывая: фор: 
мулу (14), а также вводя ради удобства зап записей обозначение 

т’ —=У m2 + 22. (52) 

Величину ©, определяемую равенством (51), обычно называют средней 
квадратической систематической ошибкой. 

Напомним, что систематические ошибки, как выше было разъяснено, не обла- 
дают свойством‘ рассеивания, поэтому не следует думать, что для систематиче- 
ских ошибок существует аналог стандарта. 

Если по формуле (29) вычисляется средняя квадратическая ошибка функ- 
ции по средним квадратическим ошибкам тг, т2’,.... Mn’ аргументов, иска- 
женным систематическими ошибками, то и она будет также искажена. Дей- 
ствительно, на основании формулы (52) формуле (29) можно придать вид 

my’ =V ту + 5), (53) 

получим 
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хде my определяется формулой (29), a 

ву=У 642013 + с2202? +... Си?ви?. | (54) 
Если применить здесь критерий ничтожности погрешностей (см. § 26), 

тс можно полагать, что оценка точности по формулам (52) и (53) практически 
не будет искажена систематическими ошибками, если выполняются неравенства 

3 (55) 
И 

МУЗ, (56) 
Sy 

Приведенные рассуждения применимы и для анализа искажения оценки 
точности нелинейных функций (см. $ 7), аргументы которых имеют средние 
квадратические ошибки, искаженные систематическими ощибками, т. е. когда 
стандарты заменяются искаженными средними квадратическими ошибками аргу- 
ментов. Здесь также действуют формулы (53), (54) и (56), в которых под 
величинами с надо понимать частные производные. 

$ 7. ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ НЕЛИНЕЙНОЙ ФУНКЦИИ 

РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ 

Большинство рабочих формул, применяемых в геодезии, имеет 
нелинейный вид. В этом случае для решения задач следует поль- 
зоваться второй теоремой теории ошибок измерений. 

Вторая теорема. Если Хх, Xe, ..., Xn — независимые 
результаты измерений, полученные с точностью, характеризую- 

щейся соответственно стандартами т, то, ..., Mn, и содержащие 
соответственно систематические ошибки B1, Oo, ..., On, то диффе- 
ренцируемая функция. 

У =f (Хи, Xo, ..., Xn), (57) 

во-первых, содержит систематическую ошибку, приближенно рав- 
ную ` 

- 

; Oy ду ‚ OY & 
9, = Ox, 9, Роз. ee Oxy 9, (58) 

и, во-вторых, ее стандарт вычисляют по приближенной формуле 

п, (5x5 + (sm ‚|+... + (эт, (59) 

Доказательство. Возьмем полный дифференциал функ- 
ЦИИ 

dy = oy д. Ч! + - ах, --...-- а ах, 

Из математического анализа известно, что дифференциалы не- 
зависимых переменных совпадают с их приращениями. Обозначив 
эти приращения символами :1, 2 ..., вп, Можно предыдущее 
равенство переписать так: 
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Далее также известно, что дифференциал функции отличается 
от ее приращения на бесконечно малую высшего порядка. Прене- 
брегая этой малой величиной, заменим в последней формуле диф- 
ференциал dy на приращение ey. Тогда получим 

__ oy ду |]. Oy . 
=, mar ax, $; + OX, 85 +. eee “” дх бп 

Приняв приращения $1, &, ... En аргументов И приращение 

е, функции за их ошибки и учтя общее определение овлибки (3) 
как суммы двух частей — систематической и случайной ошибок, 
последнее равенство представим в виде 

9,4, ==. (Oy +4.) 55 (9,4)... Ge (On + Ay) 
Разделяя систематические и случайные ошибки. приходим 

к равенствам: 

_— 9Y 9 9 | 
9. д 9, -- = 7, 8: -.. _ дхп 9, 

60} — oy oy dy | (60, 
Ay=5 -А tt 3c 7 Ae 7 хи. А, | 

Нервое из равенств (60) совпадает с равенством (58) и показы- 
вает, что утверждение теоремы, заключающееся в (58), справед- 
JIMBO. 

Если во втором из равенств (60) принять частные производные 
за постоянные: и обозначить их соответственно через Cj, с2,..., Си, 
то это равенство примет вид второго равенства (27). Но так как 
из равенства (27) вытекает формула (23), то и из второго равен- 
ства (60), учитывая принятые обозначения частных производных, 
следует формула (59). Таким образом, и вторая теорема доказана 
полностью. 

Для частного случая, вытекающего из второй теоремы (когда 
имеется лишь один аргумент), в табл. 2 приведены формулы под. 
номером 7. 

$ 8. НЕКОТОРЫЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ВТОРОЙ ТЕОРЕМЫ 

К АНАЛИЗУ ТОЧНОСТИ РЕЗУЛЬТАТОВ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ ИЗМЕРЕНИЙ 

Об ошибке площади прямоугольного поля, 
вычисленной по результатам измерений его сторон 

На местности с коэффициентами систематического ts и случай- 

ного и. влияния измерены мерной лентой стороны прямоугольного 
поля. Результаты оказались равными $1 И So. Подсчитаем система- 

тическую ошибку Op и стандарт тр площади Р этого поля, вы- 
численной по измеренным его сторонам. 
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Поскольку площадь прямоугольного поля вычисляется по фор- 
муле 

Р= $15, (61): 

то замечаем, что она является нелинейной функцией своих аргу- 
ментов S; И Sg и потому в данном случае следует воспользоваться 
второй теоремой. 

Возьмем частные производные Р по $1 и $2 и, подставив их. 
в формулы (58) и (59), получим 

9р— 5.9, -|- 5:9. (62): 

И 

тр = = ( (sym, )° + (s,m, , | (63): 

где @,, 9› — систематические ошибки, а M,, Mo — стандарты изме- 
ренных сторон $1 и $2 поля. 

Учитывая закономерности накапливания погрешностей линей-- 
ных измерений, выраженные формулами (41), напишем: 

9, — <. -51; 9. — <, - 3»; m,==,V $1; 5 =, И Sp 

И предыдущим равенствам придадим вид 

Op = 2, - SS» 
И 

Mp =p. V $525, 5165. 

Если учесть формулу (61), To эти равенства примут оконча-- 
тельный вид 

9р=2*.Р 

И 

ть=ыИРУ ть 
Отсюда видно, что систематическая ошибка вычисленной пло- 

щади прямоугольного поля пропорциональна величине этой пло- 
щади, а случайная ошибка пропорциональна в среднем корню’ 
квадратному из площади, причем она существенно зависит и от 
формы поля. Действительно, под вторым корнем правой части 
‘последнего равенства стоит полупериметр поля, но чем больше: 
вытянут прямоугольник при заданной постоянной площади, тем 
больше его периметр. Следовательно, чем более вытянутую форму 
имеет прямоугольник поля, тем менее надежно вычисляется по 
натурным измерениям его площадь. Наиболее надежно, очевидно.. 
будет вычислена площадь квадратного поля. 

Рассмотрим решение данной задачи при несколько видоизме- 
ненных условиях. Пусть площадь этого же прямоугольного поля. 
вычисляется не по натурным измерениям его сторон, а по плану 
при помощи измерителя и масштабной линейки. 

Допустим, что измерение отрезка на плане сопровождается по- 
грешностями, характеризуемыми систематической ошибкой + и 
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стандартом п. Тогда систематические ошибки и стандарты измере- 
ния сторон поля выразятся формулами 

9, =0.=-М; 

т =тЬ=ьМ, 

тде М — знаменатель численного масштаба плана. Согласно 
равенствам (62) и (63) можно написать | 

Op=tM ($1 $2) (64) 

и 

mp=pM VY $12 $22. 

"Второй из этих формул придадим вид 

введя диагональ прямоугольного поля 

d= У 512-522. 

Из формулы (64) следует, что в данном случае систематиче- 
ская ошибка вычисленной площади поля зависит не от величины 
этой площади, а от полупериметра поля, следовательно, от сте- 
пени вытянутости поля и будет при заданной площади минималь- 
ной, если поле имеет форму квадрата. 

Из формулы (65) также вытекает, что и стандарт площади 
зависит от формы поля и будет увеличиваться при увеличении 
степени вытянутости поля, принимая минимальное значение для 
квадрата. — 

Сопоставляя довольно заметно различающиеся между собой 
результаты, полученные в двух приведенных примерах решения 
Данной‘ задачи, можно отметить, что для правильной априорной 
оценки точности измерений весьма важно предварительно анали- 
зировать возникновение и действие возможных источников погреш- 

ностей.: 

`О погрешностях дальномеров с постоянным базисом. 

B.§ 6 было рассмотрено действие погрешностей в дальномере 
< постоянным углом. Рассмотрим с такой же точки зрения дейст- 
вие погрешностей в дальномере с постоянным базисом и сопоста- 
вим результаты. | 

‘Схема дальномера с постоянным базисом представлена на 
рис. 4. Постоянный базис АВ, равный [, помещается перпендику- 
лярно к искомому расстоянию ОС, которое обозначим через D. 
Измеряется параллактический угол $. Искомое расстояние может 
‘быть вычислено по формуле 
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Параллактический угол 
‹ обычно бывает малым A 
и потому в этой формуле 
тангенс угла можно за- i 
менить самим углом, что | 
для расчета погрешно- 2 
стей. вполне допустимо. gg — ф — C 
Тогда 

p=, (66) : l/2 
ф 

где » предполагается вы- B 
раженным в радианной | 
мере. Рис. 4 

Из (66) следует, что D является нелинейной функцией от ф. 
Поэтому для расчета погрешностей здесь надо применить вторую 
теорему, причем поскольку D является функцией лишь одного 
аргумента $, то ‘можно воспользоваться формулами частного слу- 
чая, вытекающего из этой теоремы и помещенного в табл. 2 под 
номером 7. Тогда после дифференцирования D по $ 

ар __ 1 
dp sg 

получим 

| [ Го р— en? Co 

— [ — 

ть = “ge То, 

где On и Mp — соответственно систематическая ошибка и стандарт 

расстояния р, а 9. H то — соответственно систематическая 

ошибка и стандарт измерения Параллактического угла ф. 

Преобразуем эти формулы. Умножив и одновременно поделив 
их правые части на [ и учтя (66), получим окончательно 

Поскольку величины Oy, т., [ можно считать постоянными, то 
легко видеть, что погрешности измерения расстояния дальноме- 
ром с постоянным базисом возрастают пропорционально квадрату 
расстояния, т. е. весьма быстро. Из формул же (31), полагая, что 
для некоторого рабочего диапазона расстояний, когда отсчеты по 

рейке берутся без затруднения, величины ®; и т; изменяются 
мало, усматриваем, что и общие погрешности измерения расстоя- 
ния дальномером с постоянным углом почти не меняются при из- 
менении расстояния. Эти выводы свидетельствуют о преимуще- 
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стве дальномера с постоянным углом против дальномера,.с по- 

стоянным базисом. Во всяком случае, если Дальномеры с постоян- 

ным базисом и применяются в настоящее время, то при обяза- 

тельном ‘условии высокоточного измерения. пПараллактических 

углов. 

О влиянии погрешностей измерения вертикального угла 
на точность определения горизонтального проложения 

Если расстояние измерено по нитяному дальномеру с постоян- 
ным углом и вертикальной рейкой, то горизонтальное проложение 
в этом случае вычисляется по формуле 

$= (Е1- с) cos? у, (67} 

где v— угол наклона визирной оси зрительной трубы. 
Подсчитаем погрешности горизонтального проложения, рас- 

сматривая $ как функцию лишь одного аргумента у, который из- 

меряется с систематической эшибкой O, и стандартом т».. 
Поскольку функция $ относительно аргумента у нелинейна, TO 

воспользуемся формулами пункта 7 табл. 2. Тогда, произведя диф- 
ференцирование $ по у и очевидные преобразования, получим 

_siny 

= =—2(kl+c)cos vsin v=—2(kl+c) cos? y— <osy = — —2s tev, 

откуда следуют формулы 

0, = — 25$ tg vO, | | (68) 

= 25 tg Ут, 

в которых 9, и т, выражены в радианной мере. 

Из (68) видно, что чем больше наклон визирной оси, тем 
больше тангенс угла наклона и, следовательно, тем. .менее 
надежно определяется горизонтальное проложение. Приведем при- 
мерные числовые расчеты. 

Пусть расстояние определено дальномером кипрегеля с точ- 
ностью отсчета по вертикальному кругу 1’. Известно, что средняя 
квадратическая ошибка измеренного вертикального угла в этом 
случае равна примерно 0’, 7. Тогда при горизонтальном проложе- 
пии, равном 250 м, по второй из формул (68) получим 

т, = — “te v= (0,1 te у) м 

Следовательно, даже при угле наклона визирной оси в 45° средняя 
квадратическая ошибка горизонтального проложения, возникаю- 
щая. за счет погрешностей измерения вертикального угла, не пре- 
взойдет 0,1 м, т. е. величины пренебрегаемо малой по сравнению 
с погрешностями самих дальномерных измерений. 
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О погрешностях измерения углов наклона в теодолитных ходах 

При проложении теодолитных ходов горизонтальные проложе- 
‘ния линий, измеренных мерной лентой, вычисляются по формуле 

s=D cosy, 

где В — результат измерения линии, a у— ее угол наклона. 
Исследуем, с какой точностью надо в этом случае измерять 

угол наклона. Для этого, рассматривая горизонтальное проложе- 
ние как функцию лишь угла наклона, воспользуемся формулой 7 

табл. 2 для подсчета стандарта т. по стандарту т, угла наклона. 
Тогда после дифференцирования $ по у и очевидных преобразова- 
ний производной 

“ =—D sin v=—D cos v Stas tg у 

придем к формуле 

m,=s М ть. (69) 
Деля обе части этого равенства на $ и переходя к относитель- 

ной предельной ошибке, получим 

Sms 
=3tg Ми. 

В теодолитных ходах  редней точности линии измеряют с от- 
носительной предельной ошибкой порядка |: 1000. Для того чтобы 
погрешности измеренного вертикального угла пренебрегаемо мало 
влияли на точность горизонтального проложения (по сравнению со 
всеми прочими источниками погрешностей линейных измерений), 
необходимо потребовать, чтобы относительная предельная ошибка 
горизонтального проложения, возникающая за счет погрешностей 
измеренного угла наклона, была существенно меньше | : 1000, т. е. 

и | 
3 tg | т, < 1000 - 

Из этого неравенства следует, что при заданной точности т, 
измеренного вертикального угла предельное значение ур послед- 
него должно удовлетворять условию 

tg ур! «= — oom, + (р’=3438”). (70) 

Если угол наклона измеряется посредством вертикального 
круга теодолита, то, имея в виду, что это осуществляется обычно 
при одном положении вертикального круга, примем для тридцати- 
секундного теодолита среднюю квадратическую ошибку измерен- 
ного угла равной 0’,5. Тогда неравенство (70) примет вид 

tg [Упр < 2,3 

и предельное значение угла наклона у будет равным 66°. Отсюда 
следует, что при такой методике измерения углов наклона их слу- 
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чайные ошибки практически не окажут влияния на точность гори- 
зонтального проложения. 

Вместе с тем при такой методике угол наклона обычно вычис- 
ляется без учета места нуля, т. е. полагается равным от- 
счету по вертикальному кругу. В этом случае место нуля будет 
играть роль систематической ошибки. Подсчитаем, какую вели- 
чину можно допустить у места нуля, чтобы влияние этого источ- 
ника систематических ошибок не привело к недопустимому иска- 
жению горизонтального проложения, вычисляемого ‘по измерен- 
ному углу наклона. 

Сравнивая в табл. 2 формулу 7 систематической ошибки функ- 
ции с формулой стандарта той же функции, на основании 
равенства (69) напишем 

lOs|=s tg М0, |, 

где 9, — систематическая ошибка измеренного угла.наклона линии. 
Образуем теперь относительную систематическую ошибку 

=tg М6, 

и, как и в предыдущем случае, потребуем, чтобы она была суще- 
ственно меньше |: 2000. Тогда придем к неравенству 

| 
tg \|©,|< 9000 › 

откуда получим 

в, <span rae 

Из последнего неравенства следует, что чем больше по абсолют- 
ной величине угол наклона, тем меньшей должна быть допущена 
систематическая ошибка его измерения, т. е. тем тщательнее 
должно быть приведено место нуля к нулю. Если за наибольший 
вертикальный угол принять угол величиной 30°, то последнее не- 
равенство примет вид 

0, |< 3’, 

откуда видно, что следует добиваться того, чтобы место нуля не 
превышало 3’. Тогда при вычислении угла наклона место нуля 
можно не учитывать. 

Кроме вертикального круга теодолита, для измерения углов. 
наклона применяют эклиметр, позволяющий измерять угол на- 
клона со средней квадратической ошибкой порядка 0°,5. © 

Подсчитаем согласно неравенству (70) предельный угол для 

эклиметра. Заменяя в этом неравенстве стандарт ‘т’, его при- 
ближенным значением т, =30’, найдем, что предельный Угол упр 
не должен превышать 15,1. Но при проложении теодолитных ходов. 
с точностью измерений линий порядка |: 2000 поправка в’резуль- 
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таты измерения линий за углы наклона вводится лишь в случае, 

если последние не меньше 27. Следовательно, в данном виде геоде- 

зических работ эклиметр применять не следует. 

‘$ 9. ОБЩИЕ УСЛОВИЯ ПРИМЕНИМОСТИ ПЕРВОЙ И ВТОРОЙ ТЕОРЕМ 

Из формулировок первой и второй теорем следует, что их. 
можно применять для расчета погрешностей функций лишь таких 
аргументов, которые независимы. Если это условие в каком- 
либо конкретном случае оценки точности окажется невыполнен- 
ным, то, как правило, и конечные результаты будут неверными. 

Рассмотрим понятие независимости результатов измерений и их 
функций с тем, чтобы на его основе сформулировать общие усло-. 
вия применимости первой и второй теорем в инженерных расчетах. 

В теории ошибок измерений надо различать по крайней мере 
два вида зависимости между величинами: функциональную, 
изучаемую в математическом анализе, и статистическую, 
т. е. зависимость между результатами прямых или косвенных `из- 
мерений, случайные ошибки которых не обладают свойством не- 
зависимости (7). 

Практически принято считать, что результаты прямых измере- 
ний независимы, т. е. их случайные ошибки обладают свойст- 
вом (7). На этом основании к их функциям и применяют первую. 
и вторую теоремы. Строго говоря, результаты прямых измерений 
далеко не всегда обладают подобным свойством. Однако подроб- 
ный анализ случаев, когда результаты прямых измерений стати- 
стически зависимы, требует весьма тонких исследований и выходит 
за пределы данной работы. То же можно сказать и об оценке точ- 
ности зависимых результатов косвенных измерений. Остановимся 
на случаях, когда аргументы функции, точность которой оценива-. 
ется при помощи первой и второй теорем, сами функционально 
зависимы, причем эта функциональная зависимость, как ниже 
будет показано, может приводить к зависимости статистической. 

Поэтому при оценке точности функций результатов измерений, 
т. е. при использовании первой и второй теорем, надо придержи- 
ваться следующего правила. 

Если надо оценить точность функции результатов измерений, 
аргументы которой функционально зависимы, то следует предва- 
рительно эту функцию выразить через независимые аргументы и. 
лишь после этого применять первую: или вторую теорему. 

Заметим, что эти рассуждения, как можно усмотреть из дока- 
зательств первой и второй теорем, не касаются правил подсчета 
систематических ошибок функций, т. е. первую и вторую теоремы 
можно применять для подсчета систематических ошибок к функ- 
циям аргументов, имеющих любую зависимость. 

Покажем теперь на двух примерах, к каким недоразумениям 
может привести несоблюдение сформулированного сейчас правила. 
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Пример 11. Вертикальный угол может быть вычислен как разность 
‘отсчета при «круге право» и места нуля, т. е, 

у=КИ— МО. (а) 

Если не обратить внимание на то, что МО функционально зависит от 
‚отсчета КП, так как оно вычисляется по формуле 

КП-+КлЛ a (6) 
м применить для оценки точности вертикального угла первую теорему, то 
согласно частному случаю 4, приведенному в табл. 2, получим 

МО = 

inv=V m2+mmo, 

где т — стандарт равноточных отсчетов КП и КЛ. 
Учитывая (48), можем предыдущую формулу переписать так: 

—_ т 
т»у= -— УЗ У V2 У 

или 

my =тмо Уз (в) 

Но из той же формулы (48) следует, что т, =тмо. Отсюда приходим 

‘к заключению, что показанный в данном примере путь оценки точности верти‹ 

кального угла приводит к результату, преувеличенному вуУ3 раза. Причина 
этого искажения состоит в том, что здесь не была учтена зависимость МО от 
отсчета КП. Верное решение было бы получено, если бы вертикальный угол, 
в соответствии с приведенным выше правилом, был предварительно выра- 
жен через отсчеты КП и КЛ. Для этого надо было бы значение МО подставить 
‘из (6) в (а), что привело бы к функции 

КП — КЛ 
v= 5 , 

точность которой была ранее выражена формулой (48). 

Покажем теперь, что функциональная зависимость МО от отсчета КП при- 
водит и к статистической зависимости между ними. 

Действительно, если предположить, что из измерений получено два ряда 

случайных ошибок: А’ки ‚ А”кп ›... Ан и Акл, А”кл, ... Ал, тэ 
можно показать, что 

[Aun Амо| lim —4 > 520, (г) 
hwo 

т. е. что аргументы КП и МО функции (a) зависимы и’ статистически. 
Согласно формуле (6) напишем 

At). 1 ald) 
AY, = Kn “TAK (i=1,2,..., n), 

откуда получим 

A \2 АФ АО 
А AQ, _ (ак) АА (i= I, 2,..., п). 
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После суммирования по i и перехода к пределу по п приходим к равенству 

lim [кл Амо] — | tim [Ако] 41 lim [Ако А кл | 

Nc n n> © п fl 00 n у 

в правой части которого согласно свойству (8) рассеивания случайных ошибок 

© m2 ae . ® 

первый член равен =—› а второй член согласно свойству независимости (7) 

случайных ошибок равен нулю. Поэтому окончательно приходим к равенству 

[Ако mo} _ м? : КП ~MO т lim — = , 
Noo п 2 

из которого заключаем, что неравенство (г) справедливо, т. е. зависимость функ- 
пиональная в данном случае привела к зависимости статистической. 

Заметим, что если в рассматриваемом случае зависимых аргументов фор- 
мула (в) оказалась неверной, то это вовсе не значит, что она неверна во всех 
случаях. Так, например, определив МО отдельно по другим двум отсчетам, 
не зависящим от данного КП, надо оценивать точность вертикального угла уже 
по формуле (в). 

Пример 12. При разбивке в главных точках закругления трассы авто- 
гужевой дороги тангенс Т, кривая К и домер Д вычисляются по формулам 

T=R tes (a) 

W=2T—K, (B) 

в которых R— заданный радиус закругления; ф — угол поворота трассы, изме- 

ряёмой на местности с точностью, характеризуемой стандартом т.. 

Если, как и в предыдущем примере, пренебречь функциональной взаимо- 
зависимостьо Т и К от одного и того же аргумента ф и применить к функции 
(в) первую теорему, то получим 

т = У 4m2q +т?к, (г) 

где тт и тк — соответствующие стандарты. 
Применяя к функции (а) вторую теорему, а к функции (6) первую тео- 

рему, придем к формулам 

rig sec mi ф’ 

mx=Rme, 

которые позволяют привести формулу (г) к виду 

m_=Rm c#_P 4, my Rm, V * 5 + (д) 

Приняв ф= 120°, получим 

тд=Ат, У 17. (е) 

Правильное решение, согласно сформулированному выше правилу, со- 
стоит в следующем. 

Сначала функцию (в) путем соответствующих преобразований выражают 
через независимый аргумент q. Для этого значения зависимых аргументов 
Т и К подставляют из (а) и (6) в (в). Это приводит к функции 

Tl=2R te —R9, 
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к которой уже можно применить вторую теорему. Выполнив это, получают 

m 1 = Rm, (зе —1 (ж) 

Сравнение неверной формулы (д) с верной формулой (ж) показывает, что 
пренебрежение функциональной зависимостыо аргументов при оценке точности 
функций приводит к существенной погрешности. Чтобы представить размеры 
этой Погрешности, примем, как и ранее, в формуле (ж) угол ф равным 120°. 
Тогда 

my =3Rm, ° 

Сравнивая этот результат с результатом (е), легко обнаруживаем, что они 
различаются в 1,4 раза. 

Как и в примере 11, можно было бы доказать, что функциональная связь 
между Ти К приводит и к связи статистической. 

Вопросы для самопроверки 

1. Какое главное ограничительное условие выражено в формулировке пер- 
вой теоремы теории ошибок измерений? 

2. Сохранено ли такое же условие в формулировке второй теоремы? 
3. Какие дополнительные ограничительные условия выражены в формули- 

ровке второй теоремы? 
4. Что точнее — сумма или разность двух величин, содержащих случайные 

ошибки? 
5. Если суммируются равноточные слагаемые, то как накапливаются в этом 

случае систематические и случайные ошибки? 
6. Два результата измерения одной и той же величины содержат одинако- 

вые систематические ошибки и получены с одинаковой точностью, характери- 
зуемой некоторым стандартом. Чему будут равны систематическая ошибка и 
стандарт разности этих результатов измерений? 

7. Каковы закономерности накапливания систематических и случайных оши- 
бок в угломерных ходах? 

8. Каковы закономерности накапливания систематических и случайных оши- 
бок при измерениях мерной лентой? 

9. Что такое коэффициенты систематического и случайного влияния при 
линейных измерениях? 

10. Каковы размерности коэффициентов систематического и случайного 
ВЛИЯНИЯ? 

11. Каковы закономерности накапливания систематических и случайных оши- 
бок геометрического нивелирования, прокладываемого в пересеченной местности? 

12. Каковы закономерности накапливания систематических и случайных оши- 
бок геометрического нивелирования, прокладываемого в равнинной местности? 

13. Что такое систематическая ошибка нивелирования на | км? 
14. Что такое средняя квадратическая ошибка нивелирования на | “KM? 
15. Почему при тригонометрическом нивелировании ограничивают колеба- 

ние места нуля на станции? 

16. Каков характер действия систематических и случайных ошибок измере- 
ния расстояния дальномером с постоянным базисом? Чем в этом отношении 
отличается дальномер с постоянным углом? 

17. Когда при проложении теодолитных ходов можно применять эклиметр? 

18. Какая разница между функциональной и статистической зависимостями 
ьеличин? i 

19. Какое правило следует соблюдать, чтобы применение первой и второй 
теорем привело к верным результатам? 

20. Можно ли, пользуясь первой и второй теоремами, подсчитывать систе- 
матические ошибки функций зависимых ‘аргументов? 
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Задачи и упражнения 

6. Систематическая ошибка и стандарт измерения некоторой величины соот- 
ветственно равны 0,3 и 0,9. Чему будут равны. систематическая и предельная 
случайная ошибки этого результата измерения, если его увеличить в 25 раз? 

7. При определении расстояния с помощью нитяного дальномера зрительной 
трубы с внешней фокусировкой систематическая ошибка и стандарт отсчета по 
рейке соответственно равны 0,001 и 0,002 м. Какова может быть предельная 
полная ошибка измеренного расстояния длиной 210 м? Указание. Восполь- 
зоваться формулой (13). 

8. Два смежных угла предполагается измерить равноточно. С какой сред- 
ней квадратической ошибкой их следует измерять, чтобы сумма этих углоз 
получилась с предельной ошибкой 4’? 

9. Средняя квадратическая ошибка измерения угла одним приемом равна 
0’,5. Каких размеров может достигнуть разность результатов двойного измере- 
FHA одного и того же угла? 

10. Средняя квадратическая ошибка измерения угла равна 0’,7. Какова мо- 
жет быть предельная угловая невязка теодолитного хода, содержащего 16 углов? 

11. Коэффициенты систематического и случайного влияния при линейных 
измерениях соответственно равны 0,0002 и 0,004. Какова может быть предель- 
ная полная ошибка результата измерения линии местности, если ее длина равна 
400 м? 

12. Коэффициент случайного влияния при линейных измерениях равен 0,004. 
Каких размеров может достигнуть разность двойного измерения линии длиной 
220 м? 

13. Систематическая ошибка измерения 20-метровой мерной лентой линии 
длиной 400 м оказалась равной 0,08 м. Подсчитать среднюю систематическую 
сшибку одного уложения ‘ленты и коэффициент систематического влияния при 
линейных измерениях. 

14. Средняя квадратическая ошибка одного уложения 20-метровой мерной 
ленты равна 0,02 м. Подсчитать коэффициент случайного влияния при линейных 
измерениях. 

15. Ход геометрического нивелирования прокладывается в равнинной мест- 
ности. Какова может быть предельная невязка этого хода, если длина его равна 
$ км, систематическая ошибка на | км равна 2 мм, а средняя квадратическая 
сшибка —8 мм? Указание. Применить формулу удвоенной средией квадрати- 
ческой ошибки. 

16. Для того же хода подсчитать среднюю квадратическую ошибку превы- 
шения, определенного на станции, если на каждый километр хода приходилось 
4 станции. 

17. Ход геометрического нивелирования прокладывается в пересеченной ме- 
стности. Какова может быть предельная невязка этого хода, если в нем было 
45 станций, причем средняя систематическая ошибка нивелирования, приходя- 
щаяся на одну станцию, равна 0,4 мм, а средняя квадратическая ошибка пре- 
вышения, определенного на одной станции, равна 2 мм? Указание. Восполъ- 
зоваться формулой удвоенной средней квадратической ошибки. 

18. Вычислить уклон линии местности и его среднюю квадратическую. 
ошибку, если превышение равно 25,00=0,04 м, а горизонтальное проложение — 
750=0,5 м. 

19. Подсчитать средние квадратические ошибки приращений координат, если 
горизонтальное проложение линии равно 300+0,05 м, а дирекционный угол — 
60° 00’ + 2’, 

20. Поправка за наклон линии, измеренной мерной лентой, может быть. 
вычислена по формуле 

У 

AD=2D $2. 

Подсчитать ее среднюю квадратическую ошибку, если D=200 м, а у= 6? 007 1". 
Указание. Формулу преобразовать, заменив синус малого угла его аргу- 
ментом. 
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ГЛАВА 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОБРАБОТКА 
РЯДА РАВНОТОЧНЫХ 

РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ 
ОДНОЙ И ТОЙ ЖЕ ВЕЛИЧИНЫ 

$ 10. ПРОСТАЯ АРИФМЕТИЧЕСКАЯ СРЕДИНА И ЕЕ СВОЙСТВА 

Если Ц, lo, ..., In — ряд независимых результатов равноточных 
измерений одной и той же физической величины A, то за наи- 
лучшее приближение к этой измеряемой величине обычно прини- 
мают простую арифметическую средину 

[4] 

учитывая следующие ее пять свойств. 
Первое свойство. Если результаты измерений свободны 

от систематических ошибок, то простая арифметическая средина 
этих результатов при увеличении их числа стремится к действи- 
тельному значению Х измеряемой физической величины, т. е. 

lim (2—Х) =0. (72) 
П-> oo 

Доказательство. Согласно определению ошибки резуль- 
тата измерения и учитывая, что систематические ошибки отсут- 
ствуют, можно написать ряд из п равенств: 

A; =l,;—X 

Ag =ly.—X 

An=l,—X, 

в которых Ay, Ao, ..., An — случайные ошибки результатов изме- 
рений. Складывая почленно эти равенства и затем почленно деля 

полученный результат Ha и, придем к равенству 

м Шу 
n n 
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откуда, учитывая формулу (71), получим 

Е Ех 
п 

На основании свойств компенсации случайных ошибок измерений 
придем к заключению, что при неограниченном увеличении и 
левая часть этого равенства стремится к нулю. Следовательно, и 
правая его часть стремится к нулю. Таким образом, первое свой- 
ство арифметической средины доказано. 

Заметим, что доказанное свойство не является исключительным основанием 
выбора арифметической средины в качестве наилучшего приближения к постоян- 
ной Х. Можно показать, что существует бесчисленное ‘множество функций 

y=f(h, le, ..., Ln) 

тех же результатов измерений, которые обладают свойством 

lim (y—X) =0, (73) 
tl oo 

подобным свойству (72) арифметической средины. Приведем пример такой 
функции: 

_ 21, + 1, Н.Н Una + nee + 2Ln 

= n a 2 

Покажем, что она обладает свойством (73). Для этого из правой и левой 
частей последнего равенства вычтем Х, а затем в правой части равенства при- 
редем члены к общему знаменателю 

НЫ... А-а — (n+ 2)X 

n+ 2 

Произведя здесь перегруппировку членов числителя дроби, стоящей в пра- 
вой части равенства, 

2 (ly; — X) + (lg — X) +... + (4-Х) +2 (ln —*) 
а 

на основании общего определения ошибки результата измерения и предположе- 

вия отсутствия систематических ошибок можем написать, что 

QA, + Ag +...+ Аа + 24, 
n+2 

у—Х= 

y—X= 

у—& = 

ИЛИ 

[4] A; + А» 
y~ X= arg а. 

Если в последней формуле перейти к пределу по п, то можно утверждать, 
что первый член правой части равенства на основании свойства компенсации 
случайных ошибок будет стремиться к нулю. То же можно сказать и о второй 
дроби’ правой части равенства. Действительно, ее числитель на основании свой- 
ства ограниченности случайных ошибок измерений есть величина ограниченная, 
а знаменатель неограниченно увеличивается. Следовательно, и вся дробь стре- 
мится к нулю и потому стремится к нулю и вся правая часть равенства, что и 
подтверждает наличие у исследуемой функции свойства (73). 

Второе свойство. Если арифметическая средина образо- 
вана из свободных от систематических ошибок результатов изме- 
рений, то и она сама не содержит систематической ошибки. 
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Доказательство. Допустим обратное. Пусть результаты 
измерения содержат систематические ошибки. Обозначив их через 
91, Oo, ..., On, по общему определению ошибки можем написать 
ряд равенств: 

[—Х=®@, + A, 

lo—X =@_o+Ag, 

L,—X =0, +iAn. 

Сложив их почленно, а затем разделив результат почленно 
на и, получим 

[4] _ [9] М 
n A= n + n° 

В этом равенстве его левая часть является ошибкой арифмети- 
ческой средины; первый член правой части равенства есть не что 
иное, как систематическая ошибка, а второй член — случайная 
ошибка арифметической средины. Отсюда видно, что если все QO, 
Oo, ..., On будут равны нулю, то и арифметическая средина не 

будет содержать систематической ошибки, так как член —- , 

являясь систематической ошибкой арифметической средины, при 
данном условии обращается в нуль. Таким образом, второе свой- 
ство арифметической средины доказано. 

На первый взгляд может показаться, что второе свойство очевидно и нет 
нужды его доказывать. Откуда у функции результатов измерений может 
появиться систематическая ошибка, если аргументы этой функции не содержат 
систематических ошибок? 

Однако можно показать, что если в качестве приближения к Х избрать 
какую-либо другую функцию результатов измерений, отличную от арифметиче- 
ской средины, то может оказаться, что она будет содержать систематическую 
ошибку даже в том случае, если таковые и отсутствуют в результатах измере- 
ний. Приведем пример. 

Допустим, что в качестве наилучшего приближения к Х избрана средняя 
квадратическая величина, т. е. 

y= Vy“ + 1,2 to + by? (74) 

Чтобы доказать, что у содержит систематическую ошибку, покажем спра- 
ведливость формулы 

lim(y—X) 520. (75) 
П- oo 

Иначе говоря, покажем, что выбранная функция при увеличении числа измз- 
рений стремится не к неизвестной Х, а к другой величине, несколько смещен- 
ной относительно Х; это смещение и будет систематической ошибкой. Для дока- 
зательства папишем равенства 

L=X+A; (i=1, 2,..., n), 
где Ai, Ao, ..., An — случайные ошибки, и подставим из них значения {; в (74). 
Это приведет к формуле 

y=: yf Arar et Ae)? +... + (X + dn)? 
п 
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Раскрыв биномы, стоящие в числителе подкоренной дроби, приведя подоб- 
ные члены и произведя деление на п, получим 

y= Ух +2х Ely РЯ. 
п п 

Вычтем из левой и правой частей этого равенства по Х и перейдем к пре- 
делу по п 

lim (y —X) = lim (ИУхж+2х + BT x), 
> 0 П- oo 

Ha основании свойства компенсации случайных ошибок, второй член под 
корнем обратится в нуль, а третий на основании свойства рассеивания случай- 

ных ошибок примет значение 712. В результате получим формулу 

lim(y—X) = V X2+m2—X>0, 
fl— oo 

которая подтверждает, что для средней квадратической величины справедливо 

неравенство (75), т. е. она содержит систематическую ошибку, если даже у ре- 
зультатов измерений, из которых она образована, систематические ошибки 
отсутствуют. 

Доказанные первое и второе свойства не присущи исключи- 
тельно арифметической средине; существует бесчисленное множе- 
ство функций результатов измерений, обладающих подобными 
свойствами. А. А. Марков (см. § 29) показал, что все эти функции 
имеют общий вид 

у=е И + са ... Ч си, (76) 

ГДе Cj, Co, ..., Cn — Постоянные, связанные условием 

CytCot ... си =. (77) 

Приняв в этих формулах 

легко видеть, что простая арифметическая средина является част- 
ным случаем функций общего вида (76). 

Убедимся, что функции (76), связанные условием (77), дейст- 
вительно не содержат систематических ошибок, если они отсут- 
ствуют у результатов измерений. 

Для простоты рассуждений допустим, что результаты измере- 
ний содержат только систематические ошибки, т. е. 

[=х-+ 0; (i=1, 2, ..., n). 

Тогда и функция у будет содержать систематическую ошибку O,, 
т. е. 

Подставив из последних двух равенств значения 1 иув (76), 
получим 

Х-+ 9, =с1 (Х+ 01) + © (Х+ 60.) + ... +0n(X+On). 
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Приведя в правой части равенства подобные члены 

Х-+ ©, = [c] X + [с9] 

и перенеся Х из левой части равенства в правую 

@y= (1—1) X+ [с9} 
придем к окончательному равенству, из которого следует, что от- 
сутствие систематических ошибок у результатов измерений, т. е. 
обращение в нуль второго члена правой части равенства, еще 
недостаточно, чтобы систематическая ошибка функции (76) была 
бы равна нулю. Для этого еще надо выполнение условия (77), так 
как только тогда и первый член правой части последнего равен- 
ства обратится в нуль. 

Третье свойство. Из всех функций вида (76), удовлетво- 
ряющих условию (77), арифметическая средина независимых рав- 
ноточных результатов измерений обладает минимальным стан- 
дартом. 

Доказательство. Вычислим стандарт арифметической сре- 
дины. Для этого, представив ее в виде 

1 1 1 

воспользуемся первой теоремой. Тогда получим 

M= Ут m+... +4 me, 

где т — стандарт результатов измерений, a М — стандарт про- 
стой арифметической средины. 

Приведя под корнем подобные члены, после извлечения из по- 
лученного результата корня придем к формуле 

М=-—. (78) 
Vn 

Эта весьма важная формула показывает, что арифметическая 
средина независимых равноточных результатов измерений обла- 
дает стандартом, в корень из п раз меньшим стандарта этих 
результатов измерений. 

Подчеркнем, что этот вывод, как следует из первой теоремы, 
справедлив и в случае, когда в результатах измерений содержатся 
и систематические ошибки. 

Далее вычислим стандарт функции (76). Применив первую тео- 
рему, получим 

ity =V с? co2m? + ... +0122 

или после приведения подобных членов под корнем и вынесения т 
из-под корня 

=m У [с?]. (79) 
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Перейдем к доказательству третьего свойства. Для этого до- 
статочно доказать, что 

M<my. 

Учитывая формулы (78) и (79), заменим последнее неравен- 
ство равносильным 

1 —_ 

—< У [c?], 
Vn 

которое, очевидно, не изменит смысла, если его левую и правую 
части возвести в квадрат, т. е. 

<<. (80) 
Далее напишем ряд равенств 

c= +: (i=1, 2, ..., 0), (81) 
в которых 1, w9, ... ви — некоторые действительные числа. Воз- 
ведя левые и правые части этих равенств в квадрат, а затем по- 
членно сложив результаты, получим 

[c?] =—4+ [в + [7 (82) 
Теперь почленно сложим все и равенств (81), что приведет 

к выражению 

[<] =1+ [ol], 

сравнив которое с условием (77), придем к выводу, что 

[6] = 
Но тогда формула (82) примет вид 

[с =——+ [6 
откуда, поскольку {w?|>0, следует, что неравенство (80) справед- 
ливо и, следовательно, справедливо доказываемое третье свойство. 

При математической обработке результатов измерений, вклю- 
чающих обязательно и результаты дополнительных измерений, 
всегда возникает так называемая задача уравнивания результа- 
тов измерений, которая в простейшем случае многократных изме- 
рений одной и той же физической величины заключается в сле- 
дующем. 

Каждый из результатов измерений [, lo, ..., [ является неко- 
торым приближением к измеренной величине Х. Какую функцию 
КИ, le, ..., In) этих результатов измерений следует избрать, чтобы 
она в некотором смысле была «лучшим» приближением к x, чем 
любой отдельно взятый результат измерения 1;? 

Этот вопрос и составляет содержание задачи уравнивания 
результатов измерений. 

Однако в такой широкой постановке эта задача будет неоп- 
ределенной, так как ее решение зависит от того, что вложить 
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в понятие «лучшее» приближение к Х. Существует значительное 
количество толкований этого понятия, в зависимости от которых 
были в свое время предложены разные приемы решения задачи 
уравнивания результатов измерений. 

При уравнивании геодезических и астрономических измерений 
наибольшее распространение нашло’ предложение немецкого мате- 
матика К. Ф. Гаусса, выдвинутое им в 20-х годах прошлого сто- 
летия и доведенное до логического совершенства на рубеже 
прошлого и настоящего столетий русским математиком 
акад. А. А. Марковым. 

Мысль Гаусса сводилась к следующему. Лучшее приближение 
(А, lo, ... ln) к измеренной величине Х должно удовлетворять 
двум условиям (эти условия обычно называют условиями Гаусса — 
Маркова). 

Первое условие. Если результаты измерений 1, lo, ..., ln 
свободны от систематических ошибок, то и приближение |(1, lo, 

‚ №) к Х не должно содержать систематической ошибки. 
Второе условие. Приближение | (1, lo, ..., ln) должно об- 

ладать минимальным стандартом. 
Вычисленное приближение к Х, удовлетворяющее этим двум 

условиям, обычно называют наилучшим или «вероятней- 
шим», а сам процесс его вычисления называют уравновеши- 
ванием. 

Легко видеть, что уравновешивание является частным случаем 
решения общей задачи уравнивания результатов измерений. 

Рассмотрим подробнее условия Гаусса—Маркова. Смысл пер- 
вого условия состоит в требовании, чтобы уравнивание не 
вносило в результат измерения дополнительного искажения 
(в виде систематической ошибки). Второе условие сводится 
к требованию, чтобы приближение к X в среднем было возможно 
ближе к этой величине, т. е. обладало бы наивысшей точностью. 

Из второго и третьего свойств простой арифметической сре- 
дины независимых равноточных результатов измерений одной И 
той же величины Х следует, что арифметическая средина дейст- 
вительно удовлетворяет условиям Гаусса—Маркова и потому яв- 
ляется наилучшим приближением к X. 

Напомним о принятом при этих рассуждениях допущении, что 
результаты измерений свободны от систематических ошибок или 
последние по крайней мере пренебрегаемо малы по сравнению 
с ошибками случайными. Если это условие не выполнено, резуль- 
таты таких измерений придется признать неудовлетворительными 
и ни о каком их уравновешивании говорить не приходится, так 
как арифметическая средина в этом случае хотя и будет обладать 
минимальным стандартом, но одновременно будет содержать суще- 
ственную систематическую ошибку 

9, — el (83)



Рассмотрим случай, когда помимо переменных систематических 
ошибок результаты измерений содержат одну и ту же постоянную 
систематическую ошибку ©, т. е. согласно (4) их систематические 
ошибки представляются в виде 

0:=0+0; (i=1, 2,..., n). (84) 
Подставив ©; из (84) в (83), придем к равенству 

9,=@9- le] (85) 

из которого следует, что систематическая постоянная ошибка, со- 
держащаяся в результатах измерений, полностью входит и в их 
арифметическую средину. Переменные же систематические ошибки 
оказывают влияние на арифметическую средину лишь осредненно. 

Из сказанного следует, что математическая обработка резуль- 
татов измерений, заключающаяся в их уравновешивании, может 
дать удовлетворительные результаты лишь в том случае, если из 
результатов измерений в достаточной мере устранены системати- 
ческие ошибки. Именно поэтому надо принимать соответствующие 
предосторожности, чтобы измерения не содержали ощутимых си- 
стематических ошибок. 

Рассмотрение четвертого и пятого свойств арифметической сре- 
дины требует предварительного ознакомления с понятием поправки 
к результату измерения. 

Под точной поправкой о будем понимать такую вели- 
чину, которая, будучи прибавленной к результату измерения I, 
дает значение Х самой измеренной величины, т. е. 

[+0=Х. (86) 
Написав это равенство в виде 

v=—(l—X) 
и сравнив его с равенством (2), обнаруживаем, что точная 
поправка по абсолютной величине равна ошибке, но противопо- 
ложна ей по знаку. 

Под приближенной поправкой vw’ будем понимать 
такую величину, которая, будучи прибавленной к результату из- 
мерения J, дает некоторое приближение у к X, отличное от X. 
Итак, 

[-+0'’=У. (87) 

Наилучшей приближенной поправкой V, которую 
в дальнейшем будем именовать, следуя традиции, вероятней- 
шей поправкой, назовем величину, прибавив которую 
к результату измерения / получим наилучшее приближение L к из- 
меряемой X, т. е. 

[+v=L. (88) 
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Из предыдущего ясно, что если измерялась одна и та же физи- 
ческая величина Х и были получены п независимых равноточных 
результатов измерений, свободных от систематических ошибок, то 
наилучшим приближением к Х будет простая арифметическая 
средина. Следовательно, в данном случае вероятнейшей поправ- 
кой будет та, прибавив которую к результату измерения получают 
арифметическую средину. 

Если имеется ряд из и результатов измерений, то вычисление 
его арифметической средины равносильно введению в каждый от- 
дельный результат измерения присущей ему вероятнейшей по- 
правки, которых, очевидно, будет столько, сколько имеется резуль- 
татов измерений, т. е. п. Если же вместо арифметической средины 
вычислить какое-либо другое приближение у к измеренной вели- 
чине X, то это будет равносильно тому, что в каждый результат 
измерения будет введена некоторая приближенная поправка, от- 
личная от вероятнейшей. И в этом случае общее число таких по- 
правок опять-таки будет равно п. 

Если результаты измерений содержат систематические ошибки, 
то арифметрическая средина уже не будет наилучшим приближе- 
нием к Х и соответствующие поправки не будут наилучшими 
(вероятнейшими), а будут просто поправками приближенными. 
Чтобы отличить их от всех прочих приближенных поправок, по- 
лучаемых при любом другом приближении и, отличном от L, назо- 
вем их уклонениями от арифметической средины, но оставим 
для них те же обозначения, что и для вероятнейших поправок. 

Четвертое свойство. Сумма уклонений от арифметиче- 
ской средины равна нулю, т. е. 

[0] =0. (89) 
Доказательство. Согласно (88) можно написать ряд 

равенств: 

L+u=L 

l,tvo=L |. (90) 

ln +Un=L 

Сложив их почленно, получим 

[2] + [v] =n. 

Но, умножив левую и правую части равенства (71) Ha п, обна- 
руживаем, что 

[Д =nL. 

Сравнив последние два равенства, убеждаемся в справедли- 
вости формулы (89) и, следовательно, четвертого свойства. 

Теперь докажем, что только арифметическая средина обладает 
четвертым свойством, иначе говоря, не существует такого прибли- 
жения ук X, отличного от арифметической средины, чтобы сумма 
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получаемых при нем приближенных поправок была бы равна 
нулю. 

Возьмем некоторое приближение у, при котором получают при- 
ближенные поправки 9'1, 9'’.,..., U'n, очевидно, связанные с резуль- 
татами измерений равенствами 

П-ог =у ) 
7 — 

ly +Un’=Y 
Вычитая почленно из первого равенства (91) первое равенство 

(90), а затем делая то же самое с последующими парами соот- 
ветствующих равенств (91) и (90), получаем ряд новых равенств 

v;/—0,;=y—L 

о’ ФУР |. (92) 
/ 

Ол —U,=y—L ; 

Их почленное сложение приводит к выражению 

[91 — [v]=n(y—L), 
которое с учетом формулы (89) принимает окончательный вид 

[9] =n(y—L). (93) 
Отсюда заключаем, что {v’] будет равна нулю тогда и только 

тогда, когда функция у будет равна L, т. е. обратится в арифме- 
тическую средину. 

Пятое свойство. Сумма квадратов уклонений от арифме- 
тической средины меньше, чем сумма квадратов приближенных по- 
правок, получаемых при любой другой функции тех же резуль- 
татов измерений. 

Доказательство. Воспользуемся равенствами (92), пере- 
писав их в виде 

vy’ =v,+ (y—L), 

U9’ =Vo+ (y—L), 

Un =Un+t+ (y—L). 

Возведя левые и правые части каждого из этих равенств 
в квадрат и сложив почленно полученные после этого равенства, 
придем к уравнению 

[07] = [92] +2 [5] (y—L) +n(y—L)?. 
На основании формулы (89) это уравнение представим в окон- 

чательном виде 

[о] = [v7] +n(y—L)?, (94) 
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откуда усматриваем, что 

[v7] < |v”, 
или, как часто записывают, 

[92] =min. (95) 

Таким образом, пятое свойство арифметической средины до- 
казано. 

$ 11. ФОРМУЛА ЭМПИРИЧЕСКОЙ 

СРЕДНЕЙ КВАДРАТИЧЕСКОЙ ОШИБКИ 

В предыдущем изложении точность результатов измерений и 
их функций оценивалась в основном посредством стандартов тех 
или иных величин. Хотя это и дало возможность сделать ряд важ- 
ных выводов для практики геодезических измерений, тем не менее 
необходимо также вывести рабочие формулы, которые позволили 
бы производить апостериорную оценку точности результатов изме- 
рений и их функций в различных конкретных случаях геодезиче- 
ской практики. Заметим, что апостериорная оценка точности при 
помощи средней квадратической ошибки имеет весьма суженный 
круг применения, так как действительные ошибки результатов из- 
мерений практически остаются неизвестными. В дальнейшем (см. 
гл. УП) будет показано, как по действительным ошибкам функ- 
ций результатов измерений при помощи средней квадратической 
ошибки оказывается возможным производить апостериорную 
оценку точности. В настоящем параграфе выведем формулу, по- 
зволяющую производить апостериорную оценку точности резуль- 
татов измерений по самим результатам измерений. 

Предварительно ознакомимся с некоторыми новыми понятиями. 
Известно, что стандарт представляет собой теоретическую меру 

точности результатов измерений. Эта мера никогда не бывает из- 
вестной с абсолютной точностью, так как практически нельзя 
осуществить неограниченно большой ряд измерений. Стандарт 
можно определить лишь с той или иной степенью приближения. 
Следовательно, для практических расчетов, связанных с оценкой 
точности действительно произведенных измерений, т. е. связанных 
с решением задачи апостериорной оценки точности, надо уметь на- 
ходить приближенные значения стандартов, которые всякий раз 
можно было бы вычислять непосредственно по результатам изме- 
рений. 

Вообще говоря, таких приближенных значений стандарта 
можно получить бесконечное множество, однако они не будут 
равноценными. Для того чтобы выбрать из них лучшее приближе- 
ние к стандарту, надо предъявить к этому приближению некоторые 
условия, к пояснению которых и переходим. 

Пусть а— некоторая неизвестная постоянная, зависящая от’ 
условий измерений и являющаяся стандартом или его квадратом— 
дисперсией или другой какой-либо величиной. Возьмем в каче- 
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стве приближения к постоянной а какую-нибудь конкретную функ- 
цию 7 (1, lo, ...; ln) результатов измерений Ц, lo, ..., Ln. Чтобы это 
приближение было достаточно надежным, необходимо прежде 
всего подчинить его следующим двум условиям. 

Первое из них выражается пределом 

Пт (И, le, ..., ln) =a, (96) 
lim oo 

означающим, что с увеличением числа результатов измерений 
вычисляемые по ним значения выбранного приближения должны 
неограниченно приближаться к искомой постоянной а. Иначе 
говоря, чем больше число результатов измерений, по которым вы- 
числяется приближение, тем это приближение должно быть на- 
дежнее, т. е. ближе к а. Если приведенное условие для выбран- 
ного приближения оказывается удовлетворенным, то говорят, что 
это приближенное значение состоятельно. 

Заметим, в частности, что средняя квадратическая ошибка, 
определяемая формулой (14), является, как это следует из пре- 
дела (15), состоятельным приближенным значением стандарта. 

Для того чтобы разъяснить второе условие, предположим, что 
имеется $ рядов независимых равноточных результатов измерений 

hi’, lo’, ... n 

A и п”, ыы" | (97) 

1,0), [o'8), ...) [,{) ) 

и для каждого из них вычислено значение выбранного приближе- 
ния к а, которые обозначим через Р, |”, ..., №. Тогда должен 
иметь место предел 

lim 41 = а. (98) 
5 

По 

Если выбранное приближение удовлетворяет этому условию, то 
говорят, что оно является несмещенным. 

Практически это означает, что у выбранного приближения от- 
сутствует систематическое смещение относительно постоянной а, 
т. е. отдельные его значения колеблются вокруг а случайным об- 
разом, неограниченно сближаясь с ней, а средняя из них близка 
к а. 

Ранее (см. гл. IJ) были приведены первая и вторая теоремы 
теории ошибок измерений и их приложения к анализу точности 
результатов геодезических измерений. Сформулируем третью тео- 
рему. 

Третья теорема. Если vj, Uo, ..., Un — уклонения от про- 
стой арифметической средины независимых равноточных результа- 
тов измерений, свободных от переменных систематических оши- 
бок, то величина 

[92] ne? = —— (99) 
n— | 
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есть состоятельное и несмещенное приближение к квадрату стан- 
дарта (дисперсии). 

Доказательство. Шо ранее принятому ‘предположению 
переменные систематические ошибки отсутствуют в результатах 
измерений, поэтому последние можно представить в виде 

1=X+A,+0 

h=X+A.+8 |. (100) 

|, ХА, 16 

где © — постоянная систематическая ошибка, которую могут со- 
держать результаты измерений. 

В $ 10 было доказано, что если результаты измерений содер- 
жат постоянную систематическую ошибку, то она полностью вхо- 
дит в арифметическую средину этих результатов измерений. По- 
этому можно написать 

L=X+Az,+9, (101) 
где Аг — случайная ошибка арифметической средины L. 

Учтя формулу (88) уклонений от арифметической средины, 
вычтем из равенства (101) поочередно равенства (100). Тогда по- 
лучим 

01=Аг— А! 

Ар |. (102) 

Аи | 
Поменяв местами в этих равенствах случайные ошибки резуль- 

татов измерений и уклонения и возведя левые и правые части 
новых равенств в квадрат, получим 

Ay?=A7?—2A,0,+ 912 

А An! Ао |. (103) 

А А, оон он? J 

Почленное суммирование последних равенств приводит к фор- 
муле 

[A?] = nAy?—2Arz [v] + [97], 

которую, учитывая четвертое свойство арифметической средины, 
выражаемое формулой (89), можно получить в новом’ виде 

[A?] =nA;?+ [97]. 

Отсюда 

[92] = [А] —nAx?. 
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В правой части этого равенства вынесем за скобку п и, разделив 
обе части равенства на и— |, получим 

[v?] = {F — А? |. (104) n— | п 1] п 

Используя равенство (104), докажем сначала, что его левая 
часть является состоятельным приближением дисперсии. Для этого 
в левой и правой частях (104) перейдем к пределу при n->oo, 
Тогда, замечая, во-первых, что 

lim — sl, 
n> Й 

во-вторых, что первый член в фигурных скобках, согласно (8), 

стремится к дисперсии 71? и, в-третьих, что второй член в фигур- 
ных скобках, согласно первому свойству арифметической средины, 
стремится к нулю, приходим к выводу, что 

lim 171 = 
li -> 00 

Таким образом, первая часть третьей теоремы доказана. 
Докажем вторую часть третьей теоремы, т. е. что приближение 

(99) не смещено. Для этого допустим, что имеются результаты из- 
мерений (97), свободные от переменных систематических ошибок. 
Образуя для каждого из этих рядов результатов измерений при- 
ближения к дисперсии: 1112, Mo’, ..., т.? и взяв их сумму, получим 
согласно формуле (104) равенство 

| = Ува, 
$=1 

в котором {A?]; и А?г, соответствуют i-My ряду результатов изме- 

рений (97). 
Разделив почленно все равенство на $ и переходя к пределу 

‘при Soo, напишем 
5х I's 

[т] _ п]. oa" ; py why lim —= =——, |lim. —_— — lin |. (105) 
$ --> oo $— со Sa © 

Рассмотрим пределы, стоящие в (105) в фигурных скобках. 
Первый из них согласно свойству рассеивания случайных ошибок 

равен 1712, так как в числителе дроби, стоящей под знаком пре- 
дела, фигурирует сумма NS квадратов случайных ошибок незави- 
симых равноточных результатов измерений, а в знаменателе — 
число этих квадратов. Второй же предел — это предел суммы 
квадратов случайных ошибок арифметических средин, деленной 
на их число, на основании того же свойства рассеивания случай- 
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ных ошибок равен квадрату стандарта арифметической средины, 
2 . 

т. е. согласно формуле (78) равен a Подставив в формулу (105} 

значения этих пределов, получим 

откуда 

т. е. получена формула, которая согласно (98) показывает, что 
приближение (99) является несмещенным. Таким образом, третья 
теорема доказана полностью. 

Заметим, что формула (104) получена почленным делением предшествую- 
щего ей равенства на п—1. Почему именно на п—1, а например, не на п-к, 
где К — некоторое конечное действительное число? 

Можно показать, что в этом случае приближение 
Ue „_ 

n-+R 

к дисперсии будет тоже состоятельным, но, однако, смещенным, т. е. будет co- 

держать систематическое отклонение от дисперсии. 
Действительно, заменив в (105) п—1 на n+, путем прежних рассуждений 

придем к формуле 

im Яя (т), 
Seo 5 n+tk n 

которую можно представить и так 

[2] _ = k+1_, 

$ -Т ПЕ", lim 
$-— 00 

откуда в связи с формулой (98) обнаруживаем, что второй член правой часги 
равенства является систематической ошибкой приближения C?, Отсюда же усма- 
триваем, что эта систематическая ошибка обращается в нуль именно при А =— 1. 

Важнейшим следствием из доказанной теоремы является то, что 
величина 

m= 21 (106) 
как приближение к стандарту т, может быть всегда практически 
вычислена по результатам произведенных измерений, т. е. может 
быть использована при решении задачи апостериорной оценки 
точности. 

Эту величину, как и приближение к стандарту (14), обычно на- 
зывают средней квадратической ошибкой. Однако они, вообще 
говоря, тождественно не совпадают. Поэтому, оставляя за прибли- 
жением (14) название средней квадратической ошибки, будем 
называть приближение (106) к стандарту эмпирической 
средней квадратической ошибкой. 

Строго говоря, если приближение (99) к дисперсии m?\He сме- 
щено, то эмпирическая средняя квадратическая ошибка, как при- 
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ближение к стандарту т, является уже. смещенной. Однако со- 
ответствующие исследования, сложноеть которых .He. позволяет 
здесь их привести, обнаруживают, что это смещение: невелико. . и 
практического значения не имеет. a 

В $ 3 для оценки надежности‘ средней‘ квадратической ошибки 
была приведена формула (19) ее средней квадратической ошибки. 
Аналогичная приближенная формула для оценки надежности 
эмпирической средней квадратической ошибки (106) имеет вид 

= —" (107) 
V 2(n—1) 

С выводом этой формулы можно познакомиться в § 25. 
Рассмотрим случай, когда результаты измерений помимо слу- 

чайных ошибок и постоянной систематической ошибки будут со- 
держать еще и переменные систематические ошибки. 

Пусть 9/1, 9’,..., 9’, — уклонения от арифметической средины 
L’ результатов измерений, содержащих помимо постоянной систе- 
матической ошибки и переменные систематические ошибки, а 9,1, 
Vo, ..., Un— уклонения от арифметической средины L, Tex же 
результатов измерений, из которых переменные систематические 
ошибки исключены. Тогда можно’ написать 

бр =0,4+vy, | 

Тт 

ити |, (108) 
Un’ = Оп Уп ] 

Где у, vo, ... ул — величины, зависящие только OT переменных 

систематических ошибок, сумма которых, как это следует из по- 

членного сложения этих равенств, равна нулю, т. е. 

М =0. (109} 

Возводя левые и правые части равенств (108) в квадрат, 

а затем произведя суммирование всех полученных таким образом 
новых равенств, получим 

[072] = [02] +2 [ov] + №] (110) 
Исследуем средний член правой части последнего равенства. 

Так как постоянная систематическая ошибка не влияет на укло- 

нения от арифметической средины, ТО ДЛЯ уклонений VU}, Vo, ..., Un 

можно Написать выражения 

_ [4] 
9: = РР. Ат, 

A 
о _ 4] А , 

n 

[4] 
n=——An 
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Умножив первое из этих равенств на у, второе — на vo и так 
далее, а затем сложив почленно все полученные таким путем 
равенства, придем к формуле 

од = М -— [Ау, 
которая, с учетом (109), примет вид 

[vv] =— [Av]. 
Теперь равенство (110) можно переписать так: 

[972] = [92] —2 [Av] + [v?]. 

Учитывая это равенство, а также равенство (106), эмпирической 
средней квадратической ошибке 

a [v’?] m -yic (111) 

искаженной влиянием переменных систематических ошибок, МОЖНО 

придать вид 

__ [Av] [v2] т’ =) m—2 i += г. 

Так как величины у неслучайные, то произведение случайной 
ошибки Л на такую величину будет обладать свойствами случай- 
ной ошибки. Поэтому на основании свойства компенсации случай- 
ных ошибок есть основание ожидать, что при достаточно болыном 
числе измерений nN средний член под корнем в последней формуле 
будет близок к нулю. Тогда эта формула может быть упрощена 

т И m+. (112) 
Отсюда следует, что если результаты измерений содержат пере- 

менные систематические ошибки, то эмпирическая средняя квадра- 
тическая ошибка, вычисленная по большому числу измерений, 
будет обязательно преувеличена. 

Здесь же сформулируем вывод, вытекающий из доказанной 
третьей теоремы. 

Постоянная систематическая ошибка, содержащаяся в резуль- 
татах измерений, по которым вычисляется эмпирическая средняя 
квадратическая ошибка, не влияет на величину последней. 

$ 12. ПОРЯДОК МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ОБРАБОТКИ РЯДА 

РАВНОТОЧНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ 

ОДНОЙ И ТОЙ ЖЕ ВЕЛИЧИНЫ 

Предварительно выведем несколько «рабочих» и контрольных 
формул. 

Для вычисления простой арифметической средины вместо фор- 
мулы (71) практически удобнее пользоваться формулой 

=, (113) 
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в которой Го — целесообразно выбранное приближенное значение 
арифметической средины L, но таким образом, чтобы «остатки» 

51:=1[:— [0 (i=1, 2, wey n) (114) 

были величинами малыми. Докажем, что формула (113) действи- 
тельно дает значение простой арифметической средины. Для этого 
подставим в нее выражение остатков (114) и произведем простей- 
шие преобразования 

Е — — пр. о Я ар, Мио _ 0 l 
n? 

в результате которых формула (113) полностью совпадает с фор- 
мулой (71). 

До вычисления средней квадратической ошибки результата из- 
мерения надо предварительно найти вероятнейшие поправки. 
Контролем вычисления этих поправок может служить проверка 
четвертого свойства арифметической средины, согласно которому 
их сумма должна быть равна нулю. Однако практически часто 
бывает, что, вычисляя L по формуле (113), деление приходится 
производить с округлением. Это вносит ошибку, вследствие кото- 
рой оказывается вычисленной не сама арифметическая средина 
Г, а некоторая близкая к ней величина. В силу этого сумма по- 
правок оказывается хотя и близкой к нулю, но все же величиной, 
от него отличающейся. Практически важно знать, что эта вели- 
чина — действительно следствие ошибки округления или резуль- 
тат просчета в вычислениях. Чтобы это выяснить, воспользуемся 
контрольной формулой 

о] =n(L’—L), (115) 
в которой 91’, Ue’, ..., Un’ — поправки, вычисленные по формуле 

v,/=L’—I, ((=1, 2, easy п), (116) 

где L’ — арифметическая средина, содержащая ошибку округле- 
НИЯ. 

Формула (115) написана, исходя из следующих соображений. 
Поскольку L’ отличается от L, то она является другим при- 

ближением к измеренной величине Х, отличным от арифметиче- 
ской средины. Поэтому поправки, вычисленные по формулам 
(116), фактически должны оказаться‘ не вероятнейшими, а просто 
приближенными поправками. Но для последних справедлива фор- 
мула (93). Заменив в ней у на L’, получим формулу (115). 

Производя вычисления эмпирической средней квадратической 
ошибки по формуле (106), необходимо предварительно вычислить 
сумму квадратов поправок. Но сумма квадратов приближенных 
поправок, очевидно, будет отличаться от суммы квадратов вероят- 
нейших поправок. Каково может быть расхождение между ними? 
На это может дать ответ формула (94), если в ней заменить у.на 
L’ и представить в виде 

[02] = [02] —n(L’—L)?. 
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Для практического `использования эту формулу удобнее не- 
сколько изменить, для чего, исходя из (115), напишем: 

Ир. 
п 

Подставив отсюда значение разности L’—L в предыдущую фор- 
мулу, окончательно получим 

[07] = [v2] — Е. (117) 
п 

Для вывода контрольной формулы воспользуемся формулой 
(94). Если в ней принять y=Lo, то согласно (91) и (114) придем 
к равенствам 

v,/=—dl; (1=1, 2, wey п), 

которые позволяют переписать ее так: 

[92] = [827] —n (Lo—L)?. 

Но из (113) следует, что 

Lo — L — — 

поэтому предыдущей формуле придадим окончательный вид 

| 5 [0] = eg — FE. 
В этом виде ee и следует применять для контроля вычисле- 

ния {0?]. 
Для того же контроля существует ряд других формул: 

[92] =— [lo], (119) 
[v2] =— [dl - 9], (120) 

[021 = (2). (121) 

(118) 

Для оценки надежности эмпирической средней квадратической 
ошибки арифметической средины можно пользоваться формулой 

My=—, (122) 

полученной путем применения первой теоремы к функции М, опре- 
деляемой формулой (78), в которой стандарты предварительно 
заменяются соответствующими эмпирическими средними квадр: а- 
тическими ошибками. 

Получив требуемые рабочие и контрольные формулы, перехо- 
дим к изложению порядка математической обработки 
ряда результатов равноточных измерений одной 
и той же величины. 
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1. По формулам (114) и (113) вычисляют остатки и арифме- 
тическую средину. При этом в числе, выражающем L, как пра- 
вило, удерживают на один десятичный знак больше, чем у ре- 
зультатов измерений. Практически удобно в качестве Lo выби- 
рать либо наименьший из результатов измерений (что сделает 
все остатки положительными) либо число, являющееся средним 
между наименьшим и наибольшим результатами измерений (что 
сделает остатки по абсолютной величине обязательно меньшими, 
чем в первом случае, и обеспечит лучшую сходимость при даль- 
нейших контролях). 

2. Вычисляют вероятнейшие поправки и для контроля их сум- 
мируют. В результате суммирования должен быть получен нуль, 
что будет означать правильность вычисления как арифметической 
средины, так и вероятнейших поправок, необходимых для даль- 
нейшей оценки точности. 

Если при вычислении по формуле (113) пришлось при делении 
сделать округление, то производят контроль по формуле (115), 
в которой за L принимают величину, вычисляемую на один-два 
десятичных знака больше, чем у Г”. 

3. Вычисляют [952] — один. раз непосредственно, второй раз для 
контроля по формуле (118). Если арифметическая средина была 
вычислена с округлением, то [902], вычисленную непосредственно, 
исправляют в соответствии. с формулой (117). 

Вычисляют с одной-двумя значащими цифрами эмпирическую 
среднюю квадратическую ошибку (106) результатов измерений и 
по формуле утроенной средней квадратической ошибки — пре- 
дельную ошибку результатов измерений. 

4. По формуле (78) вычисляют эмпирическую среднюю квад- 
ратическую ошибку арифметической средины и по формуле 
утроенной средней квадратической ошибки вычисляют предель- 
ную ошибку арифметической средины. 

5. По формулам (107) и (122) оценивают надежность эмпири- 
ческих средних квадратических ошибок результатов измерений и 
арифметической средины. 

На этом полную математическую обработку ряда равноточных 
результатов измерений одной и той же величины заканчивают. 

Заметим, что все`вышеприведенные вычисления удобно про- 
изводить при помощи логарифмической линейки и располагать 
так, как показано в табл. 3 и 4. 

Пример 13. Угол измерен теодолитом четырьмя приемами. Произвести 
полную математическую обработку результатов этих измерений. 

Решение примера приведено в табл. 3. В качестве Lo взят наименьший 
из результатов измерений. 

Пример 14. На маятниковом приборе пятью приемами определено уско- 
рение силы тяжести. Произвести полную математическую обработку равноточных 
результатов этих измерений. 

Решение примера приведено в табл. 4. В отличие от предыдущего примера 
в качестве Lo принято среднее значение ‘из наибольшего и наименьшего резуль- 
татов измерений. 
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Таблица & 

№ приемов 1, в гл 61, в гл 9; в гл v2 581; 

1 982 +1,5 —1,8 3,24 2,25 
2 979 —1,5 +1,2 1,44 2,20 
3 979 —1,5 +1,2 1,44 2,29 
4 979 —1,5 - +12 1,44 2,25 
5 982 +1,5 —1,8 3,24 2,25 

+ Lo = 980,5 [8 = — 1,5 +3,6 [92] = 10,80 [621 = 11,25 

ыы 6 ВИ _ 0,45 я = — 0,3 —53, ni.’ 

L= 980,2 [9] = [02] == 10,80 

m= | СЕ = V чем гл Anp-1 = 8m = 5 гл 

т 1,7 
=0,6. 

т тер  У8 

1,7 
М = = ye 8 2A Апр-1. = ЗМ =2 гл 

Вопросы для самопроверки 

1. При каких условиях простая арифметическая средина результатов измз- 
рений при увеличении числа последних стремится к действительному значению. 
многократно измеренной физической величины? 

2. Существуют ли функции независимых равноточных результатов измере- 
ний, отличные от простой арифметической средины, которые при увеличении 
числа результатов измерений стремятся к действительному значению много- 
кратно измеренной физической величины? 

3. Результаты измерений свободны от систематических ошибок. Будет ли 
иметь систематическую ошибку их арифметическая средина? 

4. Сформулируйте условия Гаусса—Маркова, предъявляемые к наилучшим 
приближениям к измеряемым физическим величинам. 

5. Какая разница между уравниванием и уравновешиванием результатов 
измерений? 

6. Почему арифметическая средина независимых, равноточных, свободных 
от систематических ошибок результатов измерений одной и той величины прини- 
мается. за наилучшее приближение к действительному значению этой величины? 

7. Как влияют постоянная и переменная систематические ошибки результа- 
тов измерений на их арифметическую средину? 

8. Дайте определение точной, приближенной и вероятнейшей поправок. 
9. Какая разница между вероятнейшей поправкой и уклонением от арифме- 

тической средины? | 
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10. Каким условием связаны уклонения от простой арифметической средины? 
Существует ли какая-либо иная величина, уклонения от которой связаны таким 
же условием? 

11. В чем смысл состоятельности и несмещенности приближений, вычисляе- 
мых по результатам измерений, к искомым постоянным? 

12. Верна ли третья теорема для результатов измерений, содержащих по- 
стоянную систематическую ошибку? 

13. Что надежнее вычисляется по одному и тому же числу результато 
нзмерений -- средняя квадратическая ошибка или эмпирическая средняя квадра- 
тическая ошибка? 

14. Как систематические ошибки результатов измерений искажают эмпири- 
ческую среднюю квадратическую ошибку? 

15. Какие существуют формулы для контроля вычислений суммы квадратов 
вероятнейших поправок? 

16. Какие величины вычисляются в результате математической обработки 
ряда равноточных результатов измерений одной и той же величины? 

Задачи и упражнения 

21. Сколькими равноточными приемами надо измерить угол, чтобы он полу- 
чился с точностью, характеризующейся эмпирической средней квадратической 
сшибкой 10”, если эмпирическая средняя квадратическая ошибка измерения 
угла одним приемом равна 30”? 

22. Вертикальный угол измеряется серией равноточных приемов. Сколько 
их нужно сделать, чтобы окончательный результат был получен с предельной 
ошибкой 0’,5, если предельная ошибка измерения одним приемом равна 2’? 

23. Коэффициент случайного влияния при линейных измерениях равен 
0,004. С какой предельной ошибкой будет получен результат четырехкратного 
измерения линии длиной 225 м? 

24. Какова должна быть средняя квадратическая ошибка геометрического 
нивелирования на | км, чтобы результат двойного нивелирования хода длиной 
50 км был получен с предельной ошибкой 50 мм? Указание. Воспользоваться 
формулой удвоенной средней квадратической ошибки. 

25. Угол был измерен 12-ю приемами. Подсчитать среднюю квадратическую 
ошибку результата измерения, если средняя квадратическая ошибка угла, изме- 
ренного в тех же условиях тремя приемами, равна 10”. 

26. Превышение определяется тригонометрическим нивелированием. При этом 
вертикальный угол равен 30°, а горизонтальное проложение — 150 м. Если при- 
нять измерения горизонтального проложения, высоты инструмента и высоты 
знака безошибочными, то сколькими приемами надо измерить вертикальный угол, 
чтобы превышение было получено со средней квадратической ошибкой 0,02 м 
при точности результата измерения угла одним приемом, характеризуемой сред- 
кей квадратической ошибкой 0,7? 

27. Коэффициент систематического влияния при линейных измерениях равен 
0,0001. Какую систематическую ошибку будет содержать результат четырех- 
кратного измерения линии длиной 200 м? 

28. Систематическая ошибка геометрического нивелирования на | км равна 
2 мм. Подсчитать систематическую ошибку результата двойного нивелирования 
хода длиной 10 км. 

29. Горизонтальный угол измерен четырьмя приемами, которые сопровожда- 
лись переменной систематической ошибкой, принявшей в приемах значения: 
+2”, +1”, -3”, +2”. Подсчитать систематическую ошибку результата измере- 
ния угла. 

30. Ошибка округления арифметической средины пяти результатов измере- 
ний оказалась равной 0,03. Чему будет равна сумма уклонений от арифметиче- 
ской средины? 

31. Эмпирическая средняя квадратическая ошибка результата измерения 
равна 12. Оценить ее надежность, если она вычислена по девяти результатам 
измерения. 
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32. Результат четырехкратного измерения нормальным метром отрезка на 
плане получен с эмпирической средней квадратической ошибкой 0,03 мм. Вычис- 
лить. эмпирическую среднюю квадратическую ошибку однократного измерения 
этого отрезка и оценить ее надежность. 

33. При математической обработке пяти равноточных результатов измере- 
ний сумма остатков и сумма их квадратов оказались соответственно равными 
—6 и 30. Вычислить эмпирическую среднюю квадратическую ошибку арифм-- 
тической средины и оценить ее надежность. 

34. Произвести математическую обработку восьми результатов равноточных 
измерений планиметром площади одного и того же контура: 1) 39,61; 2) 39,57; 
3) 39,59; 4) 39,60; 5) 39,57; 6) 39,57; 7) 39,59; 8) 39,62 ea. 

35. Произвести полную математическую обработку многократных измерений 
угла, приведенных в задаче 3 главы I. 

36. Вывести контрольные формулы (119), (120) и (121).



ГЛАВА 

IV 

ОЦЕНКА ОТНОСИТЕЛЬНОЙ 
ТОЧНОСТИ ФУНКЦИЙ 

РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ 

$ 13. ВЕС КАК СПЕЦИАЛЬНАЯ МЕРА 

ОТНОСИТЕЛЬНОЙ ТОЧНОСТИ РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ 

Стандарт и его приближенные значения — средняя и эмпири- 
ческая средняя квадратические ошибки — являются, можно ска- 
зать, мерами абсолютной точности результатов измерений и их 
функций. Однако в практике уравновешивания результатов изме- 
рений оказывается удобным ввести специальную меру OTHOCH- 
тельной точности результатов измерений и их функций, показы- 
вающую (в некотором смысле условно) во сколько раз один из 
этих результатов точнее какого-либо другого. 

В качестве такой специальной меры относительной точности 
в теории ошибок измерений принята величина, называемая 
весом. 

Веса— это специальные характеристики относительной точ- 
ности результатов измерений и их функций, исчисляемые как 
величины, обратно пропорциональные квадратам стандартов. 

Так, если имеется ряд результатов измерений: Ц, lo, ..., №, 
абсолютная точность которых характеризуется соответственно 

стандартами #1, Me, ..., Ти, то веса Pi, ро, ..., Pn, характеризую- 
щие их относительную точность, определяются отношениями: 

Е Е R 
ря; Pas Beis Po= RP (123) 

My 

в которых А — общий коэффициент пропорциональности. 
Из этих формул следует, что чем больше вес, тем точнее 

результат измерения, так как меньше его стандарт. 
Если стандарт одного из результатов измерения больше стан- 

дарта второго результата измерения, например в два раза, то 
естественно ожидать, что второй результат будет точнее первого 
в два раза. Однако в этом случае вес второго результата будет 
в четыре раза больше веса первого. Поэтому следует считать, что 
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второй результат не в два, а в‘четыре раза точнее первого резуль- 
тата измерений. Это обстоятельство обнаруживает произволь- 
ность и условность понятия веса. Несмотря на это, введение 
в практику уравновешивания весов, как будет видно из дальней- 
шего, оказывается весьма полезным и удобным. 

Из самого определения весов, как величин относительных, сле- 
дует, что без ущерба для дела все веса данного ряда результатов 
измерений одновременно можно увеличивать или уменьшать 
в одинаковое число раз. Это значит, что коэффициент пропорцио- 
нальности Е является величиной произвольной. 

Вскроем физический смысл выбора коэффициента пропорцио- 

нальности ^. Допустим, что он равен, например, m,?. Тогда фор- 
мулы (123) примут вид 

р1=1; р.==5;...; Ри ==, 
me 

откуда следует, что в этом случае вес результата измерения I, 
оказался равным единице, а веса всех остальных результатов из- 

мерений — отношению квадрата стандарта т, к квадрату стан- 
дарта данного результата измерения. Если же К положить рав- 

ным 1:2, то равным единице окажется вес 1-го результата измере- 
ния, а веса всех остальных результатов — отношению квадрата 
стандарта 1-го результата измерения к квадрату стандарта дан- 
ного результата измерения. Из этого становится ясным, что 
выбор коэффициента пропорциональности А равным квадрату 
стандарта некоторого результата измерения равносилен принятию 
веса этого результата измерения за единицу. В приведенных при- 
мерах за результат измерения, обладающий весом, равным еди- 
нице, принимался один из действительно полученных результатов 
измерений: Ц, lo, ..., In. Однако это не обязательно. Произволь- 
ность выбора коэффициента А означает, что за результат измере- 
ния, обладающий весом, равным единице, можно принять какой- 
угодно фиктивный, мыслимый результат измерения. 

Обозначив через р. стандарт результата измерения, обладаю- 
щий весом, равным единице, можно написать ряд отношений (123) 
в виде 

rm 

Pg =T3- 5 Ви ==. (124) 

My 

Величину в ради краткости условно называют стандартом 
единицы веса, его приближенные значения соответственно 
именуют средней квадратической ошибкой единицы 
веса и эмпирической средней квадратической 
единицей веса. Следует подчеркнуть, что эта терминология 
чисто условная и не совсем точно отражает существо дела, но по- 
скольку она имеет широкое применение, указанные термины при- 
няты и в настоящей работе. 
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Из приведенных выше объяснений следует, что если при дан- 

ных |1, lo, ..., ln И их стандартах Mm, Me, ..., т» принять HeEKOTO- 
рый действительно полученный или фиктивный результат измере- 
ния за результат, обладающий весом, равным единице, то тем 
самым будут вполне определены как веса всех п результатов из- 

мерений, так и стандарт единицы веса p. И, наоборот, если произ- 

вольно принять стандарт единицы веса p, то тем самым будут 
определены веса всех результатов измерений. 

На практике коэффициент пропорциональности Е, равный 12, 
берут таким, чтобы веса действительно полученных результатов 
измерений оказались числами, удобными для дальнейших вычис- 
лений, например близкими к единице или, если возможно и 
выгодно, целыми числами. 

Одним из главных достоинств весов как показателей точности 
измерений является то, что во многих случаях оказывается воз- 
можным вычислять веса, даже если неизвестны стандарты резуль- 
татов измерений. Впрочем, эта возможность не охватывает всех 
случаев вычислительной практики. Иногда приходится вычислять 
веса, подставляя в формулы (123) не стандарты, а их приближен- 
ные значения — средние или эмпирические средние квадратиче- 
ские ошибки, т. е. пользоваться формулой 

Е .. 
Pi= aa (i=1, 2, ..., п). (125). 

Вычисленные по формуле (125) веса в силу погрешностей, co- 
держащихся в средних квадратических ошибках, будут давать 
лишь приближенное представление об относительной точности 
результатов измерений. Поэтому по аналогии с принятой в на- 
стоящей работе для стандартов и средних квадратических ошибок. 
символикой следовало бы обозначить веса, вычисленные по фор- 
мулам (123), чертой над буквой р (т. е. точные веса), а веса, вы-. 
численные по формулам (125), — просто буквой р без всякой 
черты (т. е. приближенные веса). Однако в дальнейшем эта симво- 
лика применяться не будет, так как из контекста всегда ясно, 
о каких весах (приближенных или точных) идет речь. Тем более, 
что в геодезии приближенные веса имеют ограниченный круг при- 
менения. 

Рассмотрим вопрос об оценке надежности приближенных 
весов. Применяя вторую теорему к функциям (125), можно полу- 
чить пропорцию 

ПО: 
и т. (1=1,2,..., М), 

из которой следует, что если веса: определяются по средним квад- 
ратическим ошибкам, то их надежность согласно формуле (20) 
может быть оценена при помощи равенства 

Тр, 2 . 
р У (i=l, 2,..., п). (126). 
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Если веса определяются по эмпирическим средним квадрати- 
ческим ошибкам, то из формулы (107) вытекает, что их надеж- 
ность может быть оценена по формуле 

\ Тр, 9 

Pi УП 

Из формул (126) и (127) следует, что приближенные веса 
в два раза менее надежны, чем соответствующие средние квадра- 
тические ошибки. 

Ранее было указано, что под равноточными результатами из- 
мерений следует понимать такие результаты, которые были полу- 
чены в одинаковых условиях измерений и, следовательно, обла- 
дают одинаковыми стандартами. Используя же понятие весов, как 
это следует из формул (123), под результатами равноточных изме- 
рений теперь будем понимать такие результаты, которые обла- 
дают одинаковыми весами или весами, равными единице. Само 
собой разумеется, что результаты неравноточных измерений, полу- 
ченные в разных условиях измерений, обладают неравными 
весами. 

При оценке точности с помощью весов часто возникает необ- 

ходимость в вычислении стандарта те (или средней квадратиче- 
ской ошибки ть) некоторой функции F результатов измерений по 

известным стандарту единицы веса p (или средней квадратической 
ошибке единицы веса 13) и весу ре этой функции. На основании 
равенств (124) эта задача решается по формуле 

Mp =—=. (128) 
УР 

Рассмотрим также вопрос, чему равняется вес простой ариф- 
метической средины независимых равноточных результатов изме- 

рений по сравнению с весом отдельного результата измерения. 

Обозначим через р веса равноточных результатов измерений, 
а через р; — вес арифметической средины и согласно определе- 
HHIO весов как величин обратно пропорциональных квадратам 

стандартов напишем пропорцию 

Py Z 712 

ome Р м” — 

где 1 — стандарт отдельного результата измерения, а М — стан- 
дарт арифметической средины. 

Учитывая связь между этими стандартами, выражаемую фор- 
мулой (78), из этой пропорции приходим к формуле 

из которой следует, что вес арифметической средины из п незави- 
симых равноточных результатов измерений в п раз больше веса 
отдельного результата. 
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Поскольку все веса можно одновременно изменять в одинако- 
‘вое число раз, то, приняв веса результатов измерений, равными 
‚единице, для веса арифметической средины согласно (129) полу- 
чим еще более простую формулу 

рт. =П, (130) 

‘т. е. вес арифметической средины независимых результатов изме- 
рений единичного веса равен числу этих результатов измерений. 

Существует мнение, будто отказавшись от определения веса, приведенного 
в начале этого параграфа, можно развить учение о неравноточных измерениях, 
если принять следующее определение веса: вес есть число, показывающее 
во сколько раз простая арифметическая средина точнее отдельных результатов 
измерений, из которых она образована. Легко видеть, что это определение нахо- 
дДится в полном согласии с формулой (130), однако можно показать, что оно 
совершенно не эквивалентно определению, приведенному в начале этого пара- 
графа. 

Действительно, допустим, что мерной лентой с одним и тем же коэффи- 

циентом случайного влияния и; на местности измерены сторона а и диаго- 
наль 4 некоторого квадрата. Чему будет равен вес результата измерения сто- 
роны квадрата, если вес результата измерения его диагонали принять равным 
единице? Согласно принятому в настоящей работе определению веса, как числа, 
обратно пропорционального квадрату стандарта, можно написать 

mg 
Pa=— 9 

Mg 

где Ma и 11а — стандарты результатов измерений соответственно стороны и 

диагонали квадрата. 
Используя вторую из формул (41), последнее равенство’ можно преобра- 

зовать так: 

Но диагональ квадрата в Wy 2 раз больше его стороны. Поэтому приходим 
.K выводу, что 

Pa=V2. 

Следовательно, если имеется ряд результатов измерений, TO в соответствую- 
щем ему ряду весов могут быть одновременно рациональные и иррациональные 
члены. 

Если же весам дать определение, о котором идет речь, то ряду результатов 
измерений будет соответствовать ряд весов, состоящий лишь из рациональных 
членов. Это обстоятельство показывает, что рассматриваемое второе определг- 
ние веса не обладает должной общностыо и неизбежно должно привести к про- 
тиворечиям. 

Математическая модель расчета весов в геодезии 

В заключение остановимся на принятой в геодезии общей мате- 
матической модели расчета весов. 

Поскольку действующие инструкции и наставления по произ- 
водству геодезических работ регламентируют условия измерений, 
то действительно различные реальные условия измерений абстра- 
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гируются в некоторые равные условия измерений, что позволяет 
полученные результаты измерений считать равноточными, хотя 
они несколько и отличаются (по точности) друг от друга. 

Так, при линейных измерениях в теодолитных ходах обычно 
полагают, что все линии измеряются с одним и тем же коэффи- 
циентом случайного влияния, т. е. в одних и тех же условиях. 
Это допущение позволяет быстро рассчитывать веса результатов 
измерений линий (см. § 15). Но никогда в действительности не 
бывает, чтобы все линии достаточной длины теодолитного хода 
располагались на местности одного класса. Это значит, что часть 
линий этого хода будет измерена с точностью, характеризующейся 
одним коэффициентом случайного влияния, а другой части будет 
‘соответствовать иной коэффициент случайного влияния, т. е. не- 
которые линии будут измерены в условиях, которым соответст- 
вуют свои коэффициенты случайного влияния. Иначе говоря, при- 
нятая методика расчета весов результатов, линейных измерений, 
основанная на равенстве коэффициентов случайного влияния, 
может не совсем полно отражать действительное соотношение точ- 
ностей измерения линий. 

Теория ошибок измерений, вообще говоря, принципиально до- 
пускает возможность усовершенствования этой методики, т. е. 
допускает в этом случае применение более совершенной математи- 
ческой модели расчета весов. Однако при этом формулы полу- 
чатся значительно сложнее и их использование на практике по- 
влечет дополнительную затрату времени, которая может быть 
совсем неоправданной, имея в виду сравнительно невысокий класс 
точности геодезических работ, к которому относится проложение 
и математическая обработка рассматриваемых теодолитных ходов. 

Совсем иное дело имеем при выполнении высокоточных геоде- 
зических работ, как, например, развитие и математическая обра- 
ботка триангуляций | и 2 классов. Согласно принятой ныне мате- 
матической модели расчета весов угловых измерений в триангу- 
ляции считается, что на всех пунктах данной сети направления 
измеряются с одним и тем же наперед заданным весом. Однако 
различие в разных частях сети климатических условий и ланд- 
шафта местности, исполнения угловых измерений несколькими, 
подчас неодинаковой квалификации, триангуляторами, а также 
теодолитами разных марок и т. д. ведут к тому, что в действитель- 
ности веса наблюденных направлений от пункта к пункту будут 
меняться. Мало того, даже на одном и том же пункте из-за мест- 
ных условий и некоторых других причин они тоже могут быть 
неодинаковыми для разных направлений и приемов. Имея в виду 
высокие требования к точности этих видов геодезических работ, 
приходится констатировать, что принятая ныне математическая 
модель расчета весов в триангуляциях высших классов должна 
быть по возможности усовершенствована. Естественно, что это со- 
пряжено со значительными затратами на научные исследования и 
связанные с ними массовые экспериментальные работы. 
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$ 14. ВЕСА ФУНКЦИЙ РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ 

Для оценки относительной точности функций результатов из- 
мерений при помощи весов могут быть использованы формулы, 
вытекающие из четвертой и пятой теорем теории ошибок 
измерений. 

Четвертая теорема. Если x, хо, ..., хи — независимые 
результаты измерений, относительная точность которых характе- 
ризуется соответственно весами ри, Po, ..., Pn, TO вес р, функции 

у= со сама с2х2-+ ... спи, (131) 

rae Co, Ci, ..., Cn — Постоянные, вычисляют по формуле 

| С12 Co? Cr? 
— = — 4+ —+...7-—. 132 
Py P1. Pe + Pn ( 

Доказательство. Ha основании формулы (123) можно 
написать 

me=— (i=1, 2,..., п) (133) 
и 

— Е 2 My! =~ 
y 

(134) 

Возведя левую и правую части равенства (23) в квадрат, 
подставив туда значения квадратов стандартов т; аргументов 

и my функции у, а затем сократив левую и правую части. равен- 
ства на общий множитель Rk, получим формулу (132), что и дока- 
зывает четвертую теорему. 

Сделаем два примечания к доказанной теореме. 
1. Как следует из ее формулировки и доказательства, она 

верна и в том случае, когда результаты измерений х; содержат 
систематические ошибки. Но при этом надо иметь в виду, что 
теорема сформулирована для весов, вычисляемых по стандартам 
аргументов. 

2. Если в правую часть формулы (132) подставляются прибли- 
женные веса, т. е. веса, вычисленные по средним квадратическим 
ошибкам, то естественно, что в левой части равенства окажется 
вычисленным также приближенный обратный вес функции. При 
этом надо иметь в виду, что веса аргументов должны быть вычи- 
слены по средним квадратическим ошибкам, не искаженным ошиб- 
ками систематическими. В противном случае формула (132) дает 
для веса функции значение, искаженное влиянием систематиче- 
ских ошибок аргументов, ‘которое может быть довольно значи- 
тельным. 

Наиболее важные частные случаи, вытекающие из четвертой 
теоремы, приведены в табл. 5 (случаи 2—5 а). 
82



Таблица 5 

ФОРМУЛЫ, ВЫТЕКАЮЩИЕ ИЗ ЧЕТВЕРТОЙ' И ПЯТОЙ ТЕОРЕМ ТЕОРИИ ОШИБОК 
ИЗМЕРЕНИЙ 

Вид функциональной зависи- 
№ MOCTH Вид зависимости между весами 

1 С C22 Cr? 
1 | у=со + сажа + сом» + А... at 

ру P1 P2 р 
-|- eee -+ CnX pn 

2 |У=со + сх ру = Pe 

3 [уж ts ат 
4 |у=х, — x2 Py РР: Pre 

Убе ry | GO =p, -|- Po To 

Если 

==... ==рв=р, 10 
Р 

1 ду \? | oy\? 1 ду \21| 
6 = у... — == |=—}] — =] А... — Y=f (%1, Хе Xn) Py (5 Pi + (55) Pe + (ae) Pn 

Px 
7 | y=f (x) Py = ау} 

ах 

Пятая теорема. Если x1, Хо, ..., хи — независимые резуль- 
таты измерений, относительная точность которых характеризуется 
соответственно весами ру, Po, ..., Pn» ТО вес р, их дифференциру- 
емой. функции 

y=] (*1, NO, ..., Xn) 

может быть приближенно вычислен по формуле 

1 _ /dy\? 1 dy\2 1. ду \? 1 135 
Py = (>. Py + (55) P2 +--+ (5) Ри. 

Доказательство. Возведя левую и правую части равенства 
(59) в квадрат и подставив туда значения квадратов стандартов 

аргументов и функции — m?; и т?,, выражаемые формулами (133) 
и (134), а затем сократив левую и правую части равенства 
на общий множитель К, придем к формуле (135), что и доказывает 
пятую теорему. 

Заметим, что приведенные после доказательства четвертой тео- 
ремы замечания к ней полностью относятся и к пятой теореме. 
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Приведем еще одно важное замечание. Как при использовании 
первой и второй теорем, так и при использовании четвертой и 
пятой теорем необходимо обращать внимание на зависимость 
аргументов. Если они функционально зависимы, то надо сначала 
оцениваемую функцию представить как функцию независимых 
аргументов, а затем уже применять четвертую или пятую теорему. 

$ 15. РАЗЛИЧНЫЕ СЛУЧАИ РАСЧЕТА ВЕСОВ 

В ГЕОДЕЗИЧЕСКОЙ ПРАКТИКЕ 

Расчет веса суммы равноточно измеренных углов 
теодолитного хода 

На основании формул (35) и (124) можно написать 

Пользуясь возможностью выбора стандарта единицы веса цз, 
примем 

2 а. 

и = mg * ©, 
где с— некоторая в каждом конкретном случае практики целе- 
сообразно выбираемая постоянная. Тогда окончательно получим 

с 

Pig (136) 

Зададимся вопросом, какой в данном случае результат изме- 
рения обладает весом, равным единице. Полагая для этого в фор- 
муле (136) р, равным единице, получим n=c. Следовательно, 

сумма, состоящая из с равноточных углов, обладает весом, рав- 
ным единице. 

Заметим, что на практике постоянную с выбирают так, чтобы 
веса всех рассматриваемых одновременно сумм углов были воз- 
можно ближе к единице, или были бы целыми числами. 

Расчет весов, характеризующих относительную точность 
результатов линейных измерений 

На местности мерной лентой измерено п линий и получены 
результаты: $1, So, ..., Sn. Каждое из этих измерений сопровожда- 

лось одним и тем же коэффициентом случайного влияния ps. 
Необходимо вычислить веса Pp}, рэ», ..., Pn,» характеризующие 
относительную ‘точность этих результатов линейных измерений. 

Согласно формулам (41) и. (124) получим 
2 u2 2 

Pray) Pa ays P= =a 22 _› =. 2. ° 
№ *51 Ш; '52 № *5п 
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Выбрав теперь стандарт единицы веса так, чтобы 

02 = 145 °С (c=const), 

получим окончательно 
С С С 

РА; Pays Ри (137) 

Таким образом, приходим к общей формуле 
С 

р;— $ ? ( 138) 

которая гласит, что вес линии, измеренной мерной лентой, обратно 
пропорционален длине этой линии. 

Чтобы получить веса р; в виде отвлеченных чисел, постоянную 
с следует считать числом именованным и выражать ее в тех же 
единицах, в которых выражены результаты измерений $, т. е. 
в метрах. 

Так, например, допустим, что $1 =200 м, so=400 м и 53, =300 м. 
Тогда, потребовав, чтобы веса выражались целыми числами, в фор- 
мулах (137) примем с=1200 м и придем к весам 

pi =6; р2=3; p3=4. 
Какое же измерение в этом случае будет иметь вес, равный 

единице? Для выяснения этого вопроса в формуле (138) примем 
c=1200 м, а р.=1. Тогда получим, что $=1200 м. Следовательно, 
если при тех же условиях измерить линию длиной 1200 м, то этот 
результат измерения будет иметь вес, равный единице. 

Расчет весов превышений 
в ходах геометрического нивелирования, 
проложенных в пересеченной местности 

По М ходам геометрического нивелирования, проложенным 
в пересеченной местности, были получены превышения fy, Mo, ..., 
Ay, причем число станций в ходах соответственно было fy, 
П2,..., ty. Необходимо рассчитать веса этих превышений, считая, 
что превышения на всех станциях были измерены равноточно. 

Согласно формулам (42) и (124) получим 
2 

== (i=1, 2,..., №), 
mn; 

где P;— Bec 1-го превышения, a т — стандарт превышения, изме- 
ренного на станции. 

Приняв здесь 

w= 12 С (c=const), 

придем к общей формуле 

P=, (139) 
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из которой следует, что вес превышения по ходу геометрического 
нивелирования, проложенного в пересеченной местности, обратно 
пропорционален числу станций в этом ходе. — 

Легко сообразить, что в данном случае превышение по ходу, 
содержащему с станций, обладает весом, равным единице. 

Расчет весов превышений 
в ходах геометрического нивелирования, 
проложенных в равнинной местности 

В отличие от предыдущего расчета допустим, что хода прокла- 
дывались в равнинной местности и потому на каждый километр 
хода приходилось примерно одно и то же число станций. 

Пусть длины ходов соответственно были Ly, Lo...., Ly. Рас- 
считаем веса превышений, полагая, что во всех ходах нивелиро- 
вание производилось с одинаковой точностью, характеризуемой 

стандартом нивелирования на | KM pp. 
Тогда в соответствии с формулами (45) и (124) получим 

14 
+= = i=1, 2, ..., И). P=s ( ) 

Приняв здесь. 

= + С (c=const), 

получим окончательно 

Следовательно, если геометрическое нивелирование проклады- 
вается в равнинной местности, когда на каждый километр хода 
приходится примерно одно и то же число станций, вес превышения 
по ходу можно считать обратно пропорциональным длине хода. 

Чтобы веса превышений получить в виде отвлеченных чисел, 
в формуле (140) постоянную с следует считать числом именован- 
ным, выражая ее в тех же единицах, в которых выражены L, т. e. 
как обычно в километрах. Тогда результатом измерения, облада- 
ющим весом, равным единице, очевидно, будет превышение, полу- 
ченное по ходу, в с километров. 

Расчет веса дирекционного угла 
средней линии теодолитного хода 

Приняв вес измерения одного угла за единицу, подсчитаем вес 
дирекционного угла средней линии теодолитного хода, вычислен- 
ного по указанным углам, приняв в ходе нечетное число сторон, 
равное 2n+1. 

Дирекционный угол средней ‘линии хода, вычисленный по изме- 
ренным (неувязанным) углам, получит два значения: одно значе- 
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ние а’, Полученное по первой половине хода, идя от начального 
твердого дирекционного угла ок, второе значение «”, полученное 
по второй половине хода, идя в обратном направлении от конеч- 
‘ного Твердого дирекционного угла ак. Допустим, что измерялись 
углы правые по ходу. Тогда значения дирекционного угла средней 
линии ‘хода можно. представить формулами 

п--1 

a’ =аи- 180° (a+ 1] —У В, 
i=1 |’ (141) 

a” =ак—180°(п- ИУ, В’ 

i=l 

где В’; — углы, измеренные в первой половине хода, а В”; — углы, 
измеренные во второй половине хода. 

Применив частный случай ба табл. 5 к функциям (141), полу- 
ЧИМ 

1 1 
Da' д nel и Ро" = ПЕР 

гдер„,и р,„— веса соответственно значений аи a” дирекционного 

угла средней линии хода. 
Окончательное значение дирекционного угла a этой линии, 

которое совпадает с его значением, получающимся при обычной 
увязке углов хода, равно простой арифметической средине а’ 
иа”, т. е. 

a’ а” 

CZ = ore 

2 

Позтому, учитывая предыдущие два равенства, по формуле (129) 
получим окончательно 

Расчет веса вычисленного третьего угла в треугольнике 

В треугольнике равноточно измерены два угла: а и В. Приняв 
их веса, равными единице, подсчитаем вес р, вычисленного по 

этим углам значения третьего угла т. 

Очевидно, можно Написать равепство 

1=180°—а— 8. 
Легко видеть, что эта функциональная зависимость опять-таки 

имеет вид частного случая 5а табл. 5. Поэтому, приняв по условию 
р=!, получим 
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Расчет веса суммы площадей контуров 

Приняв вес площади контура, вычисленной при помощи плани- 
метра, обратно пропорциональным самой площади контура, под- 
считаем вес суммы площадей п контуров. 

Обозначив результаты вычисления площадей контуров через 
$1, Sg, ...Sn, а Их веса соответственно через ри,рз, ..., Pn, согласно 
частному случаю 5 табл. 5, напишем 

11 1 4 pi 

Ps Pi Pe — Pn’ 

где р, — искомый вес суммарной площади S. 
Но по условию задачи 

С . 
рё= —— (i=1, 2, ..., n; cC=const). 

i 
Поэтому предыдущему равенству придадим вид 

To Si t+ Set... + Sn —_ 8 
Ps С с? 

откуда окончательно получим 

Расчет веса длины отрезка, 
вычисленной по координатам его концов, взятым с плана 

С плана графически взяты прямоугольные координаты ху, Y1 
начала и хо, Y2 конца некоторого отрезка, после чего его ‘длина $ 
была вычислена по формуле 

S=V (x2—x1)? + (Yo—1)?. (142) 
Допустим, что все четыре координаты были получены равноточ- 

но. Спрашивается, что будет точнее: длина $ этого отрезка, взятая 
с плана, или та же длина, полученная как результат вычисления ее 
по формуле (142)? 

Поскольку длина $ является нелинейной функцией координат, 
то для решения этой задачи необходимо применить пятую теорему. 
Беря частные производные $ по координатам, получим 

OS Xa Hy OS — Xg—X1. 0$ _ У — У. 0$ Yo -у 

Ox; _ м $’ ду 5 ’ ду $5“ 

Подставив эти значения частных производных в формулу (135) 
и учитывая, что веса аргументов равны единице, найдем 

1 — (2 —;)? 4 (X_— x1)? - (уг iy (Ye IP обе жму, о 
Ps 52 $2 52 52 52 ” 

Следовательно, 

88



Если принять, что вес результата непосредственного измерения. 
длины отрезка равен весу результата измерения координаты, т. е. 
единице, то приходим к выводу, что получение длины $ непосрелд- 
ственно с плана в два раза точнее, чем получение ее косвенно при 
помощи формулы (142). 

Вопросы для самопроверки 

1. Что такое веса результатов измерений? 
2. Что такое стандарт единицы веса? 
3. Какой следует брать коффициент пропорциональности, чтобы веса выра-- 

жались числами, удобными для вычислений? 
4. Что такое приближенные веса результатов измерений? 
5. Как оценить надежность приближенных весов результатов измерений? 
6. Какая зависимость существует между стандартом некоторой величины. 

ее весом и стандартом единицы веса? 
7. Чему равен вес суммы равноточно измеренных величин, если веса сла- 

гаемых принять равными единице? 
8. Как рассчитывают веса результатов измерений линий мерной лентой? 

9. Чему равна длина линии с весом, равным единице, если коэффициент про-: 
порциональности при расчете весов принят равным с? 

10. Как рассчитывают веса превышений геометрического нивелировання, 
прокладываемого в пересеченной и в равнинной местностях? 

11. Чему равен вес арифметической средины независимых равноточных pe-- 
зультатов измерений? 

12. При каких ограничительных условиях можно применять четвертую и 
пятую теоремы? 

13. Если результат измерения увеличить в пять раз, то как изменится его 
вес? 

14. Что больше — вес суммы или вес разности одпих и тех же величин?’ 

15. Можно ли считать, что четвертая теорема является частным случаем 
теоремы пятой? 

Задачи и упражнения 

37. Результатам измерений вертикальных углов соответствуют средние KBa- 
дратические опгибки: 0,5; 0’,7; 17,0. Вычислить их приближенные веса, приняз 
коэффициент пропорциональности, равным 0,5. 

38. Веса результатов измерений четырех горизонтальных углов соответст- 
венно равны: 0,5; 1,0; 1,5; 2,0. Вычислить их стандарты, если известно, что. 
стандарт единицы веса равен 10”. 

39. Средняя квадратическая ошибка вычислена по восьми результатам изме- 
рений. Оценить в процентах надежность веса, вычисленного по этой средней 
квадратической ошибке. 

40. Эмпирическая средняя квадратическая ошибка вычислена по пяти ре- 
зультатам измерений. Оценить в процентах надежность вычисленного по ней 
веса. 

41. Приняв, что веса всех результатов измерений углов теодолитного хода 
равны единице, подсчитать вес суммы, состоящей из девяти углов. 

42. Линия теодолитного хода длиной 500 м измерена с весом 3. Вычислить. 
результат измерения, обладающий весом, равным единице. 

43. Вычислить веса превышений по ходам геометрического нивелирования: 
соответственно длиной 10, 20 и 30 км, приняв коэффициеит пропорционально- 
сти равным 20 км. 
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44. Подсчитать вес арифметической средины трех независимых равноточных 
результатов определений отметки репера, если веса последних равны 2. 

45. Вычислить вес угла, измеренного 12-ю приемами, приняв вес резуль- 
тата измерения угла одним приемом за единицу. Подсчитать его среднюю ква- 
дратическую ошибку, если средняя квадратическая ошибка измерения угла 
одним приемом равна 5”. 

46. Подсчитать вес отметки репера, переданной по ходу геометрического 
нивелирования, содержащему 16 станций, приняв вес превышения, измеренного 
на одной станции, равным единице. 

47. Доказать, что если результат измерения умножить на корень квадрат- 
ный из его веса, то получится величина с весом, равным единице. 

48. С плана получены координаты XxX}, Y; начала и хо, Yo конца некоторого 
отрезка. Приняв их независимыми и равноточными, найти вес дирекционного 
угла линии, соединяющей эти точки, вычисленного путем решения обратной 
геодезической задачи.



ГЛАВА 

V 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОБРАБОТКА 
РЯДА НЕРАВНОТОЧНЫХ 

РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ 
ОДНОЙ И ТОЙ HE ВЕЛИЧИНЫ 

$ 16. ОБЩАЯ АРИФМЕТИЧЕСКАЯ СРЕДИНА И ЕЕ СВОЙСТВА 

Если ЦП, lo, ..., ш-— независимые результаты измерений одной 
и той же величины Х, относительная точность которых характери- 
зуется соответственно весами ри, р», ... Pn, —TO за наилучшее 
приближение к этой величине Х обычно принимают общую 
арифметическую средину 

__ Рай + Pela +... Ри [РИ 

Г — р! -+ 02 +... - Pn _ [2] ’ (143) 

которую часто называют взвешенной средней. 

При этом считают, что осреднять можно лишь такие резуль- 
таты измерений, веса которых являются величинами одного по- 
рядка. Практически это требование означает, что нельзя осреднять 
результаты измерений, полученные в резко различных условиях 
измерений. Так, например, совершенно, не имеет смысла вычислять 
общую арифметическую средину двух результатов измерений од- 
ного и того же угла, если первый из них получен тридцатисекунд- 
ным теодолитом, а второй — высокоточным оптическим теодоли- 
том с точностью измерения угла порядка 1”. 

Математически это условие можно выразить неравенствами 

с1<р:<со (i=1, 2, ..., n), (144) 

rie Cy и Co— положительные постоянные. 

Будем называть это условие условием ограниченности весов 
и полагать (не оговаривая каждый раз), что оно выполняется. 

Перечислим и докажем главные свойства общей арифметиче- 
ской средины, которые, как это будет видно из дальнейшего, явля- 
ются распространением аналогичных свойств простой арифмети- 
ческой средины на случай неравноточных измерений. 
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Первое свойство. Если результаты измерения свободны 
от систематических ошибок, то их общая арифметическая средина 
при увеличении их числа стремится к действительному значению 
Х измеряемой физической величины, т. е. 

lim(L—X) =0. (145) 

Перенося доказательство первого свойства до того момента, 
когда будут получены необходимые для этого формулы, перейдем 
сначала к рассмотрению второго и третьего свойств. 

Второе свойство. Если общая арифметическая средина 
образована из свободных от систематических ошибок результатов 
измерений, то и она сама не содержит систематической ошибки. 

Доказательство. Покажем, что общая арифметическая 
средина (143) является частным случаем функции (76), коэффи-. 
циенты которой удовлетворяют условию (77). Для этого в фор- 
муле (143) достаточно принять 

ст (1=1,2,... п) 

и показать, что сумма этих чисел дает |. Действительно, если под- 
ставим из последних равенств значения чисел с; в равенство. (77), 
то легко убедимся, что получим тождество. Это доказывает, что 
общая арифметическая средина L действительно является частным 
случаем функции (76). Так как последняя при условии отсутствия 
систематических ошибок у результатов измерений сама не содер- 
жит систематической ошибки, то и общая арифметическая средина 
ее содержать не будет. 

Заметим, что первое свойство, и тем более второе свойство, не 
являются исключительной «привилегией» общей арифметической 
средины. 

Третье свойство. Из всех функций вида (76), удовлетво- 
ряющих условию (77), общая арифметическая средина независи- 
мых неравноточных результатов измерений обладает максималь- 
ным весом, а следовательно, минимальным стандартом. 

Доказательство. Представив общую арифметическую сре- 
дину в виде 

м 
АНИ. НА 

применим для вычисления ее веса ee теорему. Это даст 

1 1 5 | 1 tip’ lt Pp А... PE, 
р (РР р ПР Pe ip Pa 

После сокращений и простейших преобразований получим 

т. е. вес общей арифметической средины равен сумме весов осред- 
ненных результатов измерений. 
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Подсчитаем вес функции (76). Применив для этого четвертую 
теорему, получим 

РЕНН (147) 
Чтобы доказать третье СВОЙСТВО, достаточно доказать нера- 

венство 

ру<Рь 

или равносильное 

С учетом формул (146) и (147) последнее неравенство можно 
переписать так: 

c? 1 

| > tar (148) 
Чтобы доказать (148), примем 

c= РЕ а (i=1, 2,..., n), (149) 

где w;— некоторые действительные числа. Возведя левые и правые 
части этих равенств в квадрат, получим 

т +2 Fy ert oF (i= 1, 2,..., n). 

Далее разделим почленно каждое [-ое из этих равенств и Pi, 
а затем результаты почленно сложим. Тогда придем к формуле 

|2 || (150) 

ci Р 

При почленном сложении всех равенств (149) с учетом фор- 
мулы (77) найдем, что [«|=0. На основании этого формуле (150) 
придадим вид 

2] _ 1 o Fa = 4. | 

откуда следует, что неравенство (148), а следовательно, и третье 
свойство, справедливы. 

Вернемся к первому свойству. На основании формул (128) и 

(146) для стандарта М общей арифметической средины можно 
написать 

М=—-, (151) 
У [2] 

откуда следует, что если n>co и {р|-> <®<, то М-0, т. е. если при не- 
ограниченном увеличении числа измерений неограниченно увеличи- 
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вается и сумма весов, то стандарт общей арифметической средины 
будет стремиться к нулю. Это значит, что общая арифметическая 
средина будет стремиться к постоянной, а так как она на основа- 
нии второго свойства не содержит систематической ошибкн, то эта 
постоянная должна быть равна величине Х. Следовательно, в этом 
случае первое свойство действительно будет иметь место. Далее 
надо показать, что при NM co сумма весов будет неограниченно 
возрастать, что и будет основанием считать первое свойство спра- 
ведливым. Покажем, что это действительно так. 

На основании свойства ограниченности весов (144) можно напи- 
сать неравенства 

с1<р: (i=1, 2, wey п), 

складывая левые и правые части которых, получим новое нера- 
венство 

пс! < [р], 
из которого усматриваем, что TPH И-> со имеет место предел 

lim [р] = ©. 
П> oo 

Из второго и третьего свойств следует, что общая арифмети- 
ческая средина независимых результатов измерений удовлетворяет 
условиям Гаусса — Маркова и потому может быть принята в каче- 
стве наилучшего приближения к величине Х. Действительно, обла- 
дая максимальным весом, общая арифметическая средина, сле- 
довательно, обладает минимальным стандартом, т. е. наивысшей 
ТОЧНОСТЬЮ. 

Четвертое свойство. Сумма произведений уклонений 

v,=L—l; (i=1, 2, ..., И), (152) 

OT общей арифметической средины на соответствующие веса равна 
нулю, т. е. 

[pv] =0. (153) 

Доказательство. Умножая почленно каждое из равенств 
(152) на соответствующий вес и складывая почленно полученные 
таким образом все равенства, придем к формуле 

[ро] = [p] L— [pl], 
Ha основании которой, учитывая формулу (143), заключаем, что. 
равенство (153), а следовательно, и четвертое свойство, верны. 

Докажем теперь, что из всех возможных функций неравноточ- 
ных результатов измерений четвертым свойством обладает лишь 
общая арифметическая средина. Для этого выберем некоторую 
другую функцию у тех же результатов измерений и напишем 
уклонения от нее 

vu,’ =y—l; (i=1, 2, ..., nm). (154). 
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Образуем теперь разности соответствующих уклонений (154) 
и (152): 

v,/—v,;=y—L | 

Vo’ —02=иу— Г. (155) 

Un ’—Uyn =Y—L } 

Умножив первое из этих равенств почленно на вес Py}, второе — 

на po и Т. A, а затем, сложив почленно все новые равенства, 

получим формулу 
[ро] — [ро] = [2] (y—L), 

которой, учтя (153), придадим окончательный вид 

[ро] = [2] (y—L). (156) 
Отсюда следует, что {pv’] будет равна нулю в том и только 

в том случае, если у обратится в общую арифметическую средину 
L, что и требовалось доказать. 

Пятое свойство. Сумма произведений весов на квадраты 
уклонений от общей арифметической средины всегда меньше, чем. 
сумма произведений весов на квадраты уклонений от любой дру- 
гой функции тех же результатов измерений, т. е. 

[pv?] < [ру], (157) 
или, как часто записывают, 

[р9?] = пил. (158) 

Доказательство. Оставим в левых частях равенств (155) 
только уклонения от и: 

1 =01+ (y—L), 

Uo’ =Vo+ ‘(9 Г), 

n =Unt Ш L), 

а затем возведем в квадрат левые и правые части этих равенств: 

vy? = 017+ 201 (y—L) + (y—L)’, 
о P= Od + 205 (yf) + (Yh) 

о оо, (y—L) + (y—L)? 
далее произведем почленное умножение равенств на соответству- 
ющие веса и результаты почленно сложим. Это приведет к формуле 

[pv’*] = [pv?] +2 [ро] (y—L) + [pl (y—L)?, 
которая на основании (153) примет окончательный вид 

[29] = [ру] +[p](y—L)?, (159) 
откуда следует, что пятое свойство справедливо. 
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В заключение заметим, что как сама общая арифметическая 
‘средина (143), так и ее первое, второе, четвертое и пятое свойства 
для случая равноточных измерений, т. е. когда р: =рэ=...=рь=1, 
обращаются соответственно в простую арифметическую средину 
и аналогичные ее свойства. Что касается третьего свойства общей 
арифметической средины, то оно сформулировано относительно 
весов. Но его можно «перевести на язык стандартов» и тогда 
в этом случае для равноточных измерений придем к третьему 
свойству простой арифметической средины. 

Рассмотрим также вопрос о том, как искажается общая ариф- 
метическая средина систематическими ошибками результатов изме- 
рений. 

Для этого согласно общему определению ошибки результата 
измерения и представлению ее как суммы случайной, постоянной 
систематической и переменной систематической ошибок напишем 
равенства: 

1,=X+A;+0+4+0; (i=1, 2,..., n). 

Умножив каждое из этих равенств почленно на соответствую- 
щий вес, сложив затем почленно полученные равенства и, наконец, 
разделив суммарное равенство на [р], с учетом формулы (143) 
получим 

ГХН ре lel (160) 

‘откуда следует, что постоянная систематическая ошибка, содержа- 
щаяся во всех п результатах измерений, войдет полностью и в об- 
щую арифметическую средину. 

Переменная же систематическая ошибка 

в — 291 9, (161) 

общей арифметической средины будет ргвна общей арифметиче- 
ской средине переменных систематических ошибок результатов 
измерений. 

$ 17. ФОРМУЛА ЭМПИРИЧЕСКОЙ 

СРЕДНЕЙ КВАДРАТИЧЕСКОЙ ОШИБКИ ЕДИНИЦЫ ВЕСА 

Для вычисления по формуле (151) средней квадратической 
ошибки общей арифметической срелипы, помимо суммы весов ре- 
зультатов измерений, надо иметь приближенное значение стандарта 
единицы веса — среднюю квадратическую ошибку единицы веса. 

Решить поставленную задачу можно при помощи шестой 
теоремы. | 
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Шестая теорема. Если vj, vo, ..., Un — уклонения от общей 
арифметической средины независимых результатов измерений, сво- 
бодных от переменных систематических ошибок, то величина 

pe Le (162) 

есть состоятельное и несмещенное приближение к квадрату стан- 
дарта единицы веса (дисперсии единицы веса). 

Доказательство. [lo предположению переменные систе- 
матические ошибки отсутствуют в результатах измерений и потому 
согласно второму свойству они отсутствуют и в общей арифмети- 
ческой средине. Поэтому можно написать 

L=X+A,+9, (163) 

где A, — случайная ошибка арифметической средины, a © — посто- 
янная систематическая ошибка результатов измерений, которая 
согласно формуле (160) полностью входит и в общую арифмети- 
ческую средину. 

При тех же предположениях можно написать равенства: 

и=А-А, + 0, 

l,»=X +A, +0. 

Поочередное вычитание почленно этих равенств из равенства 
(163) дает возможность написать выражения для уклонений от 
общей арифметической средины в таком виде: 

Uy =A,—A ly 

Ve=Ar—Aag, 

Оп =A,;—Ay . 

Поменяв здесь местами уклонения 9; и случайные ошибки Aj, 
после чего возведя в квадрат левые и правые части равенств, 
получим 

А=А:2—2Аго, +017, 

Ao? =А:2—2А го 027, 

An? =Ap?—2ALUn + Uy”. 

Умножим теперь каждое из этих равенств почленно Ha COOT- 

ветствующий ему вес и произведем почленное суммирование полу- 

ченных таким путем равенств. Это приведет к формуле 

[pA?] = [р] Ar?—2A, [po] + [pv?], 
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которая согласно четвертому свойству общей арифметической сре- 
дины, выражаемому формулой (153), примет следующий более 
простой вид 

[pA?] = [р] Av? + [ро?]. 
Переписав ее в виде 

[pv?] = [pA?] — [р] Az’, 
затем умножив и поделив ее правую часть на п 

Д2 
[29*] = п [и — 12 А", п 

и, наконец, поделив обе части равенства на N—1, придем к фор- 
муле 

n— | n— | n il 

2 A2 ipl = 4 (i? № №. (164) 

Перейдем здесь к пределу по п 

Lee) tim 77 {Him eS) tim lel, lim A? i} (165) 
п-1 N+ © No п 0 

lim 
n+oo tt 

Рассмотрим все четыре предела, стоящие в правой части этого 
равенства. 

1. Очевидно, что 

П-> со 

== 1. (166) 
ii oo 

2. Умножим результаты измерений на корни. квадратные из их 
весов. Это приведет к вспомогательным величинам 

Li’ =1;V р: (i=1, 2, ..., a), (167) 

которые можно рассматривать как равноточные. Действительно, 
применив к ним частный случай 2 табл. 5, обнаружим, что 

Puy Туз Е = 1 ((==1, 2, . п), 
1 

т. е., что все Г; обладают весами, равными единице. 

Но согласно свойству рассеивания (8) случайных ошибок 
можно написать предел 

вы (168) 
п 9 

П> о 

где Л”; — случайные ошибки величин (167), »— их стандарт, явля- 
ющийся в данном случае стандартом единицы веса. 

Однако из формул (167) следует, что 

Аг=А: У pi (i=1, 2,..., n), 

поэтому предыдущему пределу придадим вид 

lim РАЯ — =p", (169) 
n 

toc 
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3. На основании условия ограниченности весов можно написать 

неравенства 

р:< с (i=1, 2, ..., n), 

почленное сложение которых дает новое неравенство 

[2] <NCo, 

ИЗ которого следует, ЧТО 

[2] - < Co. 

Поэтому, переходя К пределу ПО П, приходим К. выражению 

lim 11 <с., (170) 
И =) n 

из которого следует, что третий из рассматриваемых пределов, 
независимо от того, существует он или нет, не может превзойти 
некоторую конечную постоянную Co. 

4. На основе первого свойства общей арифметической средины 
заключаем, что 

lim Аг? =0. (171) 
li oo 

Подставив теперь значения (166), (169), (171) исследованных 
пределов в правую часть равенства (164) и учитывая, что со- 

гласно неравенству (170) дробь lel оказывается величиной 

всегда ограниченной, обнаруживаем, что имеет место предел 

tim 120 (172) 
ti-> 00 

Таким образом, первая часть шестой теоремы, т. €. состоятель- 
ность приближения‘ (162), доказана. 

Для доказательства его несмещенности допустим, что имеется 
$ рядов результатов измерений (97), причем все результаты изме- 
рений с одинаковыми нижними индексами имеют одинаковые 
веса. Тогда согласно (98) это доказательство сведется к доказа- 
тельству предела 

? 

e 2 — ~~ lim = (173) 
S—> oo 

re 1412, po”, ..., ps? — величины, вычисленные по формуле (99), 
соответственно для каждого из $ рядов (97). 

Но на основании формулы (162) и уравнения (164) можно на- 
писать 

п 
2] — —- ^^. 

[ye ] — n--- | n nh L-i?? 

i=1 i=l 

где индекс i при ([рА?]; и A*,.; указывает, что эти величины вычис- 
лены по i-My ряду результатов измерений (97). 
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Разделив почленно это уравнение на $ и перейдя к пределу 
по $, будем иметь уравнение | 

2) _ п]. i=l Г f= *" . lim “> = 5-4 ей с (174) 
Sa © $-> со Sa с 

Рассмотрим поочередно пределы, стоящие в правой части 
равенства (174). 

Согласно формуле (169), заменив в ней п на Ns, для первого 
предела получим значение 

lim = = р’. (175) 

Случайные ошибки Ay.i, Ар... ..., Ar.s общих арифметиче- 
ских средин рядов результатов измерений (97) являются случай- 
ными ошибками равноточных величин, так как все эти средние 
имеют один и тот же вес [р]. Вследствие этого по свойству pac- 
сеивания случайных ошибок можно написать 

1 2 lim ———— = M, (176) 

где М — стандарт общей арифметической средины любого из 
рядов результатов измерений (97). 

Подставив значения (175) и (176) изученных пределов в (174), 
придем к формуле 

о 
lim Wl = 1 te — VIM n 

Заменив здесь М значением из формулы (151) и приведя подоб- 
ные члены в правой части равенства, придем к формуле (173), 
что и доказывает несмещенность приближения (162). 

Таким образом, шестая теорема доказана полностью. 
Из этой теоремы следует, что величина 

p= Ve (177) 
которую назовем эмпирической средней квадратиче- 
ской ошибкой единицы веса, может быть принята за до- 
статочно надежное приближенное значение стандарта единицы 
веса. Этот вывод важен тем, что в практике эмпирическая средняя 
квадратическая ошибка единицы веса (177) всегда может быть 
вычислена по имеющимся результатам измерений. 
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Надежность этой величины может быть оценена’ по прибли- 
женной формуле 

an ie | My = УЕ” (178) 

с выводом которой можно познакомиться в $ 20. 

Строго говоря, если приближение (162) к дисперсии единицы веса является 
несмещенным, то приближение (177) к стандарту едипицы веса является все же 
несколько смещенным. Однако это смешение, как показывают специальные 
исследования, невелико и может на практике не учитываться. 

Из формулы (169) следует, что величина 

A2 ~ = Ves (179) 
которую называют средней квадратической ошибкой 
единицы веса, может быть тоже принята за приближение 
к стандарту единицы веса. 

Оценка надежности этого приближения может быть произве- 
дена по приближенной формуле 

a 

V 2n 

вывод которой дан в $ 24. 

Заметим, что если результаты измерений равноточные, то, при- 
няв в формулах (177) и (179) все веса равными единице, придем 
к уже ранее известным формулам (14) и (106). 

Рассмотрим вопрос об искажении средней квадратической и эмпирической 
средней квадратической ошибок единицы веса систематическими ошибками ре- 
зультатов измерений. 

Воспользуемся для этого вспомогательными величинами (167), которые 
согласно формулам (168) и (179) позволяют среднюю квадратическую ошибку 
единицы веса представить формулой 

[42] raf EF, asy 
где А;’ — случайные ошибки величин (167). 

Предположим теперь, что результаты измерений содержат систематические 
ошибки. Тогда величины (167) будут содержать полные ошибки 

&i/=8: У р: ({=1, 2,..., 2), 

где &; — полные ошибки результатов измерений, содержащие помимо случайных 
частей и части систематические. 

Заменив в (181) случайные ошибки А; полными ошибками &:, получим 

формулу _— 

pl = Vie (182) 
и 

где и’ — средняя квадратическая ошибка единицы веса, искаженная системати- 
ческими ошибками результатов измерений. . 

В случае равноточных измерений подобная замена, когда число и резуль- 
татов измерений достаточно велико, приводит от формулы (49) к формуле (52). 
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Следовательно, и в данном случае на основании равенства (182) может быть 
получена формула 

p= V p+ 0%, (183) 
где о, согласно (51), определяется выражением 

/ А’ 
— [92] c= Yo. (184) 

В (184) @;’ — систематические ошибки взличины (167), выражаемые . через си- 
стематические ошибки ©; результатов измерений равенствами 

@,/=0; Ир: (1=19,... 1). 

Подстановка отсюда значений величин ©9;’ в (184) позволяет окончательно 
представить величину, стоящую под корнем в (183) и искажающую среднюю 
квадратическую ошибку единицы веса. 

—_ V [Ре]. (185) 

Из формул (52) и (183) следует, что как в случае равноточных измерений, 
так и в случае неравногочных измерений, искажение оценки точности измерений 
сводится к преувеличению средней квадратической ошибки и средней квадрати- 
ческой ошибки единицы веса. 

Подобным путем использования вспомогательных величин (167) и рассуж- 
дений, приведших от формулы (181) к формулам (183) и (185), можно пока- 
зать, что если результаты измерения содержат переменные систематические 
ошибки, то эмпирическая средняя квадратическая ошибка единицы веса будет 
греувеличена. 

Для этого следует использовать формулы (111) и (112). 

§ 18 ПОРЯДОК МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ОБРАБОТКИ РЯДА 

НЕРАВНОТОЧНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ 

ОДНОЙ HW TOW ЖЕ ВЕЛИЧИНЫ 

Предварительно выведем несколько рабочих и контрольных 
формул. 

Вместо того, чтобы применять формулу (143), общую арифме- 
тическую средину удобно вычислять по формуле 

5 L=L + ae (186) 

в которой Lo — целесообразно выбранное ее приближенное значе- 
ние с таким расчетом, чтобы остатки 

$l;=1,—Lo (1=1, 2, о п) (187) 

были величинами по абсолютной величине малыми. 

Справедливость формулы (186) легко доказывается. Для этого 
каждое из равенств (187) почленно умножим на соответствующий 
ему вес и полученные после этого новые равенства почленно сло- 
жим. Это приведет к формуле 

[28 = [pl] — [p]Lo. 
Если из нее подставить [05] в формулу (186), то после некото- 

рых простых преобразований придем к формуле (143). 
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Если общая арифметическая средина была вычислена с округ- 
лением, то для контроля вычисления вероятнейших поправок и 
самой общей арифметической средины можно воспользоваться 
формулой 

и] — / [ро] = [p](L’—L), (188) 
в которой Uy’, Uo, ..., Un’ — приближенные поправки, вычисляемые 
по формулам (116), где L’ — значение общей арифметической сре- 
дины, содержащее ошибку округления. 

Формулу (188) можно получить следующим образом. 
Поскольку величина L’ отличается от L, то она является иным 

приближением к X, чем общая арифметическая средина L. По- 
этому поправки, вычисленные по формулам (116), являются не 
вероятнейшими, а просто приближенными поправками. Но для 
последних справедлива формула (156). Тогда, заменив в этой 
формуле у на L’, придем к контрольному равенству (188). 

Если общая арифметическая средина вычислена с округле- 
нием, то в дальнейшем, вместо нужной суммы [pv?], окажется вы- 
численной [pv]. Чтобы вычислить [р9?], можно воспользоваться 
формулой 

[ро] = [ру] —[p] (L’—L)?, (189) 
которая получается из формулы (159) путем замены y на L’ с по- 
следующим перенесением члена [р](1/—Г.)? в другую часть равен- 
ства. 

Выведем контрольную формулу для вычисления [ру?]. 
Для этого воспользуемся опять-таки формулой (159), заменив 

в ней y Ha Lo. Тогда согласно (116) и (187) придем к равенствам 

Ор =—8l; (i=1, 2, ..., n), 

на основании которых формуле (159) можем придать вид 

[pv?] = [2520 — [р] (Lo—L)?. 
Наконец, учитывая, что из (186) следует равенство 

tbo Nh 
¢ его помощью придаем предыдущей формуле желаемый оконча- 
тельный вид 

[ро] = [08 — 1. (190) 
Для контроля вычисления [pv2] существуют и другие формулы: 

[pv] = — [plo], 
[pv] = — [palo], 

[2 [ро] = [РЁ] — Чо 
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Для оценки надежности вычисленного значения эмпирической 
средней квадратической ошибки общей арифметической средины 

и 
М == —— 191 

И [2] a9) 
можно использовать формулу 

тие (192) 
И [2] 

которую получают путем применения к функции (191) первой тео- 
ремы. 

Порядок математической обработки ряда неравноточных 
результатов измерений одной и той же величины следующий. 

1. Но формулам (187) и (186) вычисляют общую арифметиче- 
скую средину. При этом в числе Ё удерживают, как правило, на 
один десятичный знак больше, чем у результатов измерений. 

В качестве Го практически удобно брать либо наименьший из 
результатов измерений, так как в этом случае все остатки (187) 
получаются положительными, либо средину между наибольшим и 
наименьшим результатами измерений, так как в этом случае 
остатки (187) по абсолютной величине будут малыми. 

2. Вычисляют вероятнейшие поправки и производят контроль 
по формуле (153). Если общая арифметическая средина была вы- 
числена с округлением, то контроль производят по формуле (188), 
в которой за L принимают величину, вычисленную по формуле 
(186) с удержанием на один-два десятичных знака больше, чем 
их было оставлено у L’. 

3. Вычисляют {ро?] один раз непосредственно по вероятнейшим 
поправкам, а второй раз по формуле (190). Если общая арифме- 
тическая средина была вычислена с округлением, то {pv?] вычис- 
ляют по формуле (189). 

После этого по формуле (177) вычисляют эмпирическую 
среднюю квадратическую ошибку единицы веса. 

4. По формуле (191) и формуле утроенной средней квадрати- 
ческой ошибки вычисляют эмпирическую среднюю квадратическую 
ошибку и предельную ошибку общей арифметической средины. 

5. По формулам (178) и (192) оценивают надежность эмпири- 
ческих средних квадратических ошибок единицы веса и общей 
арифметической средины. 

Заметим, что по формулам 

A (i= 1, 2,..., ИП), — 2 
ND. yf 
Уд 

вытекающим из формулы (128) и формулы утроенной средней 
квадратической ошибки, можно вычислить и предельные ошибки 
Апр, результатов измерений. Однако обычно этого не делают. 

Пример 15. На репер по четырем ходам геометрического нивелирования, 
проложенпым в равнинной местности, была передана отметка. Значения отметки, 
полученные по ходам, приведены в графе [, а длины ходов — в графе L; 
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табл. 6. Требуется выполнить математическую обработку этого ряда неравно- 
точпых результатов измерений. Полностью эта обработка приведена B табл. 6. 

При этом принималось во внимание: 
1. Поскольку нивелированне прокладывалось в местности равнинной, то для 

расчета весов отметок, полученных по ходам, была использована формула (140). 
При этом коэффициент пропорциональности с был выбран равным 60 км, 
чтобы веса выразились целыми числами. 

2. При выбранном коэффициенте пропорциональности c=60 км результат 
измерения, обладающий весом, равным единнце, будст отметкой репера, Mepe- 
данной по ходу длиной 60 км. Поэтому, чтобы отличить эмпирическую среднюю 
квадратическую ошибку единицы веса от средией квадратической ошибки пиве- 
чирования на | км Un, первая была обозначена через и. Но так Kak прн 
c=60 км вес отметки, полученный по ходу длиной | км, равен 60, то в соот- 

. Moo 
ветствии с формулой (128) и» вычислепа Kak уб 

3. Расхождение между значениями [ру?], полученными по формулам (189) 
и (190), есть следствие округлений, произведенных при заполнении двух послед- 
них граф табл. 6. 

4. Согласно принятому порядку обработки нивелирования ТУ класса, урав- 
новешенное значение отметки L репера вычислено до тысячных долей метра, 
а не до десятитысячных долей, как это рекомендовалось выше для общей 
арифметической средины. 

5. Оценка надежности эмпирической средней квадратической ошибки ниве-. 
лирования на | км произведена по формуле 

m _ ___ Bo 
— nn? 

№ = 60 

которая вытекает из применения первой теоремы К функции 

Эро 
Mh — у. V 60 

Призеденный прием вычисления уравновешенного значення отметки репера 
обычно называют уравновешиванием методом одной узловой точки. 

Вопросы для самопроверки 

|. В чем состоит и что означает условие ограниченкости весов? 
2. При каких условиях общая арифметическая средина результатов измере- 

ний при увеличении числа последних стремнтся к действительному значению 
многократно измеренной физической величины? 

3. Почему общую арифметическую средину независимых, неравноточных, 
свободных от систематических ошибок результатов измерений одной и той же 
величины считают наилучшим приближением к действительному значенио этой 
величины? 

4. Как влияют постоянная и переменные систематические ошибки результа- 
тов измерений на общую арифметическую средину? 

5. Каким условием связаны уклонения от общей арифметической средины? 
Существуют ли другие функции тех же результатов измерений, обладающие 
аналогичными свойствами? 

6. Чему равен вес общей арифметической средины? 
7. По какой формуле можно вычислить стандарт общей арифметической 

средины, зная ее вес и стандарт единицы веса? 
8. Верна ли шестая теорема в случае, когда результаты измерений содер- 

жат одну и ту же постоянную систематическую ошибку? 
9. Какая разница между средней квадратической и эмпирической средней 

квадратической ошибками единицы веса? 
10. По каким формулам можно сценить надежность средней квадратиче- 

ской и эмпирической средней квадратической ошибки единицы веса? 
11. Как можно оценить надежность эмпирической средней квадратической 

ошибки общей арифметической средины? 
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12. Какие существуют формулы для контроля вычислений [pv?]? 
13. Как искажаются средняя квадратическая и эмпирическая средняя ква- 

дратическая ошибки систематическими ошибками? 
14. Пои каких ограничительных условиях верна шестая теорема? 
15. Как следует трактовать формулу [pv?]=min? 

Задачи и упражнения 

49. Эмпирическая средняя квадратическая ошибка единицы веса при изме- 
рении горизонтальных углов оказалась равной 5”. Вычислить эмпирическую 
среднюю квадратическую ошибку общей арифметической средины результатов 
измерений. веса которых соответственно равны: 6; 7; 

50. Эмпирическая средняя квадратическая ошибка единицы веса вычислена 
по 15-ти результатам измерений. Оценить ее надежность, выразив ответ в про- 
центах. 

51. Средняя квадратическая ошибка единицы веса вычислена по 15-ти ре- 
зультатам измерений. Оценить ее надежность, выразив ответ в процентах. 

52. Ошибка округления общей арифметической средины, обладающей весом 
‘20, оказалась равной —0,004. Чему будет равна сумма произведений весов на 
уклонения от общей арифметической средины? 

53. Оценить надежность эмпирической средней квадратической ошибки единицы 
веса, вычисленной по шести результатам измерений, выразив ответ в процентах. 

54. Чему будет равна эмпирическая средняя квадратическая ошибка пере- 
дачи дирекционного угла по ходу, содержащему девять углов, если эмпириче- 
ская средняя квадратическая ошибка единицы веса оказалась равной 2’,5, 
причем при расчете весов коэффициент пропорциональности был принят рав- 
ным 25. 

55. По данным табл. 6 вычислить эмпирическую среднюю квадратическую 
ошибку второго результата измерения и оценить ее надежность. 

56. Предположив, что геометрическое нивелирование, обработанное в табл. 6, 
сопровождалось систематической ошибкой на | км, равной —I1 мм, подсчитать 
систематическую ошибку окончательного значения отметки репера. 

57. Сумма произведений весов на остатки равна 5, сумма произведений 
ресов на квадраты остатков равна 30. Вычислить [ру?], если сумма весоз 
равна 10. 

58. При математической обработке результатов геометрического нивелиро- 
вания эмпирическая средняя квадратическая ошибка единицы веса оказалась 
равной 20 мм. Имея в виду, что веса превышений рассчитывались как числа, 
обратно пропорциональные числу станций в ходе, подсчитать эмпирическую 
среднюю квадратическую ошибку превышения, измеренного на одной станции, 
если при расчете весов коэффициент пропорциональности был принят равным 
:00. | 

59. Один и тот же угол измерен трижды различным количеством приемов. 
Произвести полную математическую обработку этого ряда результатов изме- 
рений: 

К 
| № Значения угла | Количество № | Значения дирекцией: ов D 

ходах 

1 §4°12/18” 5 1 314°16’, 5 4 
2 54 12 22 | 2 314 20 , 0 8 
3 54 12 20 2 3 314 21 ,0 6 

60. Ilo трем угломерным ходам с различным числом поворотных точек был 
передан дирекционный угол на узловую линию. Это дало результаты, 
приведенные в таблице, помещенной выше. 

Произвести полную математическую обработку этого ряда результатов 
измерений.



ГЛАВА 

VI 

НЕКОТОРЫЕ СПОСОБЫ 

ИССЛЕДОВАНИЯ 
СИСТЕМАТИЧЕСКИХ ОШИБОК 

$ 19. ОБНАРУЖЕНИЕ СИСТЕМАТИЧЕСКИХ ОШИБОК 

В РЯДАХ РАВНОТОЧНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ 

ОДНОЙ И ТОЙ ЖЕ ВЕЛИЧИНЫ 

Пусть И, ly, ..., ly — независимые равноточные результаты из- 
мерений одной и той же величины Х, относительно которых пред- 
положим, что они содержат переменную систематическую 
ошибку, зависящую от некоторого неслучайного переменного пара- 
метра $, изменяющегося от приема к приему измерений: $1, 
Sa, ... Sy. 

Выберем некоторую функцию f(s) этого параметра и образуем 
выражение | 

F=f ($1) 9. | ($2) 92+... + ($) 9. = [f(s) v], (193} 

где 
[ . p=, (i=1, 2, ... п) (194) 

уклонения результатов измерений от их арифметической средины. 
Если привести функцию F к виду 

FPeolitwolot ... фол = [«Д (195) 

так, чтобы величины wo; были зависимы лишь от значений [(S;), 
то, применив к функции (195) первую теорему, получим 

mp=mV [в], (196) 
Где ки т — стандарты соответственно функции Ё и результатов 
измерений J;. 

Если результаты измерений не содержат ошибок, то все укло- 
нения и; от арифметической средины будут равны нулю. Следова- 
тельно, функция К при наличии лишь случайных ошибок у резуль- 
татов измерений должна удовлетворять условию 

|Fl<imy [w, 
где { — множитель перехода от стандарта к предельной ошибке. 
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Если же в действительности обнаружится неравенство противо- 
положного смысла 

| т V ТР, (197) 

то это будет означать, что сделанное предположение о наличии 
у результатов измерений переменной систематической ошибки не 
противоречит опыту. Поэтому неравенство (197) может быть при- 
нято в качестве критерия, служащего для обнаружения системати- 
ческих ошибок. 

Приведем теперь функцию (193) к виду (195). Для этого под- 
ставим выражения величин 9; из (194) в (193). Тогда получим 

кл (1) + f(a) (4 ь) +. +) 
ИЛИ 

F= 114 К) +) +... +) | 

РАК... На, } =A EF (s)] EF (s) 4. 
Последнему равенству придадим вид 

Fa {Ml — f(s) t+ [Е Fs 

откуда, сравнивая с равенством (195), заключаем, что функция 
(193) приведена здесь к виду (195), причем имеют место равен- 
ства 

o; = AO (5) (i=1, 2,... n). (198) 

Поэтому можно написать 

[2] -У ee —f al} - >| ИР 2 (5, 4 f(s) | = 
int i=l 

_ Or _9 ФЕ + [f2(s)]. 

Отсюда получим выражение 

[2] = [f?(s)] 422" (199) 

‘которое с учетом формулы (193) позволяет критерию (197) при- 
‚дать вид 

[i(s)oll>tm И [251 И. (200) 
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Для вычисления левой части этого неравенства в дальнейшем 
потребуется контрольная формула 

f(s) 9] = [87 ($) 9], (201} 
где 

87 (Si) =f (Si) —fo(s) (i=1, 2, ... n), (202) 
причем fo(S) — произвольно, но целесообразно выбираемая вели- 
чина. 

Докажем формулу (201). Для этого из равенства (202) полу- 
ЧИМ 

Г (si) =8f (si) +fo(s) (i=1, 2, ..., n) 
и сделаем подстановку / (si) в левую часть контрольной Ффор- 
мулы (201). Это даст 

[($) 9] = [451 ($) + ($) #3] = [87 ($) 9] + ($) 2] 
ИЛИ 

f(s) 0] = 81 (5) 0] +fo(s) lol, (203} 
откуда, учитывая что [9|]=0, приходим к заключению о справед- 
ливости формулы (201). 

В некоторых случаях вместо критерия, выраженного форму- 
лой (200), как это будет видно из дальнейшего, удобнее пользо- 
ваться неравенством 

($) 5 |>ém У [ow], (204} 
которое получается из (199) и (200). 

Выведем для этого случая контрольные формулы. На основа- 
нии (198) напишем 

F(s)=—o;+ LO! (=, ot) 
n 

И затем получим 

(5) о] = | {—0 + Ио |= 9+ ОИ 
ИЛИ 

[f(s) 9] = — [№0] + О (205} 

откуда, учитывая равенство [5]=0, получим первую из искомых 
контрольных формул 

[F(s) 0] = ео | (206) 
Для вывода второй контрольной формулы умножим почленно 

равенства (198) на f(s;). Тогда получим 

(дан = EO! (si) -Р ($) (=12,..., 2). 
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Суммируя теперь почленно все эти п равенств, придем к выра- 

жению 

(f(s) 1 -= И (5), 
откуда, учитывая равенство (199), получим вторую контрольную 

формулу 
[92] = —[ (5) в. (207) 

Теперь разъясним, как можно воспользоваться критериями 
(200) и (204) для исследования систематических ошибок. 

Предположим, что число N результатов измерений не слишком. 
мало. Тогда в неравенствах (200) и (204) можно заменить стан- 

дарт т его приближенным значением — эмпирической средней 
квадратической ошибкой результатов измерений. Некоторым 
оправданием такой замены может служить то, что если результаты 
измерений действительно содержат переменную систематическую 
ошибку, то эмпирическая средняя квадратическая ошибка, как это 
было показано в § 11, будет ими искажена в сторону увеличения. 
Следовательно, если в этом случае неравенство, например (200), 
окажется осуществившимся, то это тем более будет свидетельство- 
вать о наличии переменной систематической ошибки. 

Практически оказывается целесообразным принять коэффи- 
циент # равным 2, т. е. воспользоваться, как это весьма часто 
делают в геодезии, формулой удвоенной средней квадратической 
ошибки. 

При этих условиях неравенства (200) и (204) принимают 
такой рабочий вид 

I[f(s) o]| >2m Vip (s}}— [7 (Ss)? (208): 
it 

IfF(s) 0] | >2m V [2]. (209) 
Теперь остается выяснить вопрос о том, какой вид должна 

иметь функция f(s). Тут приходится различать два основных 
случая. 

Первый случай. Вид функции f(s) заранее известен, либо: 
из теоретических соображений, основанных на знании закономер- 
ности исследуемой переменной систематической ошибки, либо 
путем выдвижения определенной гипотезы о закономерности пере- 
менной систематической ошибки. Как при первом, так и при вто- 
ром обстоятельстве применение предлагаемого критерия сведется 
к выяснению вопроса о существовании в результатах измерений 
предполагаемой систематической ошибки. Практически решение 
этой задачи сведется к вычислению по наблюденным в приемах 
значениям $1, 5°,..., Sn параметра $ значений [ (51), f (Se), ..., F(Sn} 
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функции f(s}, затем к вычислению величин [7 ($) 9] и [w?] с контро- 
лем их по формулам (206) и (207) и, наконец, к проверке того, 
осуществилось ли неравенство (209). На основании последней про- 
верки выдвинутая гипотеза о закономерности переменной система- 
тической ошибки либо принимается, либо отвергается. 

Второй случай. Пикаких предположений ни о виде функ- 
ции f(s), пи о самом существовании в результатах измерений 
переменной систематической ошибки не выдвигается. Ставится 
задача выяснить, содержится ли в данном ряде результатов изме- 
рений переменная систематическая ошибка. Легко видеть, что при 
такой неопределенности постановки задачи получить ее однознач- 
ное решение невозможно. Поэтому исследование в этом случае 
придется производить серией испытаний, каждый раз подбирая 
новый вид функции f(s) и параметр $. Так, например, можно 
испытать, какова зависимость переменной систематической ошибки 
от порядкового номера приема измерений или от среднего момента 
времени приема, или от хода температуры воздуха от приема 
к приему и т. п. Для каждого из этих случаев испытание надо 
производить для нескольких выбираемых функций | (Ss). Естест- 

‘венно, что число этих испытаний зависит от опыта и знаний экс- 
периментатора. 

Пусть произведенные испытания обнаружили, что неравенство 
(209) удовлетворилось одновременно для двух функций: [(5) u 
($). Возникает вопрос, какая из этих функций лучше аппрокси- 
мирует действительную закономерность обнаруженной системати- 
ческой ошибки. Ответ на этот вопрос можно получить, исходя из 
следующих соображений. 

Введем обозначение 

[LF (s) o] 
Ум" en") 

Тогда, учитывая формулу эмпирической средней квадратической 
‚ошибки 

102] 
И — V Ma 7 n-— | 

неравенству (209) можно придать вид 

На основании известного неравенства Буняковского—Кошиы— 
Шварца 

[вор < [в [07], 

учитывая Формулу (206), легко приходим к выводу, что величина 

©, определяемая формулой (210), удовлетворяет условию 

lol< |, 
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совмещая которое с неравенством (211), напишем 

2 

Vn—1 

Отсюда можно сделать заключение, что чем больше по абсо- 
лютной величине показатель р (назовем его показателем 
систематической ошибки) будет превышать величину 

2 
У ‚ T. е. чем ближе он будет по абсолютной величине к еди- 

нице, тем значит удачнее подобрана функция f(s), т. е. тем ближе 
она к функции, отражающей действительную закономерность об- 
наруженной систематической ошибки. 

Заметим, что не лишен смысла и знак показателя системати- 
ческой ошибки. Если знак положителен, то это будет означать, что 
с увеличением ($) переменная систематическая ошибка также 
увеличивается, и, наоборот, если знак у р оказался отрицатель- 
ным, то это будет означать, что с увеличением f(s) переменная 
систематическая ошибка убывает. 

Общая схема исследования в разбираемом случае будет 
такова. 

1. По тем или иным соображениям выбирают параметр 5. 
Такие соображения могут возникнуть при обзоре исследуемого 
ряда результатов измерений, а также на основе опыта и знаний 
исследователя. 

2. Выбирают несколько подходящего вида функций f(s). Для 
того чтобы лучше подобрать этот вид, можно использовать график, 
на котором в некотором масштабе по оси абцисс отложить зна- 
чения параметра S;, а по оси ординат — значения отклонений п; 
от арифметической средины результатов измерений. Если на этом 
графике будет подмечена некоторая закономерность следования 
величин о; параметру $, то, пользуясь альбомом кривых, изобра- 
жающих функциональные зависимости, подбирают подходящую 
функцию или несколько функций. 

3. Для каждой из выбранных функций по формуле (210) вы- 
числяют соответствующий показатель систематической ошибки р 
и проверяют осуществление неравенства (211). На основании 
этого выводят заключение об отсутствии или наличии переменной 
систематической ошибки. 

4. Из всех исследованных функций f(s) выбирают ту, для кото- 
рой показатель систематической ошибки по абсолютной величине 
оказался наибольшим. Эту функцию и принимают как лучшее 
отображение действительной закономерности обнаруженной систе- 
матической ошибки. Следует сказать, что сама действительная 
закономерность систематической ошибки может быть вскрыта и 
физически объяснена лишь путем постановки специальных экспе- 
риментов. 

Предлагаемый критерий обнаружения систематических ошибок 
легко распространить и на случай неравноточных измерений. 
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Остановимся на двух частных предположениях относительно 

функции f(s). 
Сначала примем ее равной порядковому номеру приема изме- 

рений, т. е. 

($) =НК =i (é=1, 2, ..., В). (213) 

Тогда согласно формуле (199) получим 

[о] = [2] — (214) 

Но из алгебры известно, что 

__ п (И--1) 
[Я = —5 

[2] — 2+ о бя НИ (215) 

Поэтому формуле (214) после некоторых простых преобразова- 
ний можно придать вид 

ПЗ ~--]) 

и 
Теперь подстановка отсюда значения [?] в формулу (219) при- 

водит к такому выражению для показателя систематической 
ошибки 

2V3 [iv] (216) 

Vn(w—1) [0] 

А теперь примем функцию f(s) равной квадрату порядкового 
номера приема измерений, т. е. 

[($) =1( =й (i=1, 2,..., n). (217) 

р— — 

Тогда по формуле (199) получим 

[52] = [74] — EE. (218) 

Подставив сюда значение {i?] из формулы (215) и значение 
[#| из формулы 

41__ n(n-+ 1) (21-1) (bn? + 3n — 1) 

[“] = 30 , 

известной из алгебры, после простых преобразований придем 
к выражению 

э7__ n(n+ 1) (и + 1) (bn? + 3n— 11) 

le") = 180 
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которое позволяет для данного случая выбора функции f(s) по- 
казателю систематической ошибки (210) придать вид 

6У5 [2] 
Ут(п-+ 1) (an + 1) (82-Е 38n — 11) [v2] © 

p= — (219) 

Ограничиваясь на этом в конкретизациях вида функции f(s), 

заметим, что их число может быть сколь угодно большим. 

Рассмотрим также так называемый критерий Аббе, который иногда приме- 
няют для обнаружения в рядах измерений систематических ошибок. 

Опуская выводы, приведем сразу рабочие формулы этого критерия. 
Пусть 81, 82» ..., 8» — ошибки равноточных результатов измерений. Тогда 

получают величины: 

А=е12 222 ... +82 (220) 

И. 

B= (#1 — #2)2?- (#2 — з)2-+ ... + (8—1 — 81) 2+ (En — &)?2, (221) 

а. затем проверяют неравенство 

В 1 

ж- 1 |> ух. (222) 
Если оно осуществилось, то считают, что результаты измерений содержат 

систематические ошибки. Если же осуществится неравенство противоположного 
смысла, то гипотезу существования в результатах измерений систематических 
ошибок отвергают. 

Исследования, которые здесь из-за их сложности не приводятся, обнару- 
живают, что этот критерий в 32 случаях из каждых 100 его применений будет 
стимулировать принятие ложной гипотезы, т. е. в 32 случаях из 100 он заставит 
считать, что систематические ошибки в результатах измерений есть, в то время 
как в действительности они будут отсутствовать. 

Чтобы улучшить этот критерий, неравенство (222) можно заменить сле- 
дующим 

5 
Ут’ 

Тогда процент принятия ложных гипотез снизится с 32 до 5%. Такой процент 
уже можно считать практически несущественным. 

Если вместо величин (220) и (221) ввести следующие: 

(223) В. р 

А’=о-+ 9? ... +Un? (224) 

И 

В’ = (91—92)? (92—93)... + (Un-1—Un)? + (On—1)?, (225) 

и неравенство (213) заменить следующим 

В’ 2 , 
д’ — 1! > Vn (226) 

где 91, Uo, .. . Un — уклонения результатов измерений от их ‘арифметической 
средины, то, учитывая, что уклонения не содержат постоянной систематической 
ошибки, могущей быть в. результатах измерений, можно утверждать, что осу- 
ществление неравенства (223) обязательно повлечет выполнение неравенства 
(226). Следовательно, формулы (224) — (226) могут быть также использованы 
для обнаружения систематических ошибок. 
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Однако можно показать, что существуют такие переменные систематиче- 
ские ошибки, которые посредством критерия Аббе не могут быть обнаружены. 
Докажем это положение. 

На основе представления ошибки результата измерения как суммы снсте- 
матической и случайной частей 

€;=0;+A; (¢=1, 2, ..., п) 

равенства (220) и (221) можно представить в таком видс: 

А=К@9-А)?], 
В=[(@9; — 9;+,+4А; — А; +1)? 

или после простейших преобразований 

А=[9?]+2 [94]-+[А?] 

B=[(9i — 9:41)7]4+2 [(9; — 09;.1) (А; — А; +1)1+КА; — А.) 1. 
Теперь образуем отношение 

В _ [(0:— 0:.,)]+2[(0: — Oi41) (А; — А 1)]+1А: — Aisi)? ] 
А [92] +2 [GA]+ [A?] , 

числитель и знаменатель дроби, стоящей в правой части которого, поделим на 
число п результатов измерений. Тогда получим 

[(9; — 9;41)2] 49 [(9;—9:41) (А; --- Аа) + [(A; — Aj41)?] 
B n n n 

A [9] [94] [4? 
т п Ти 

Если число п велико, то на основании свойства компенсации случайных 
ошибок можем ожидать, что средние члены числителя и знаменателя дроби, 
стоящей в правой части равенства, будут близки к нулю. Отбрасывая их, при- 
ходим к формуле 

[(9;— 8141)? + [(Ai — Ai41)?] 
B n n 
== Г Я (227) 

п n 

Написав равенства 

(A; — Ag)? =A;? — 2 AyAg+ Д>?, 

(Ap — Ag) ?= Ao? — 2 А.Д. + Ал, 

(An — A1)?=An? — 2 AnA,+ 4- Ay?, 

произведем их почленное суммирование 

[As — Ai41)?]=[A?] — 2 [АА + [A?] 
и затем суммарное равенство почленно поделим на п. Тогда придем к выра- 
жению 

[(А;— 4j4,)"] _9 (ee __ [4:41] } 
n n n . (228) 

Второй член, стоящий в круглых скобках в правой части этого равенства, 
при достаточно большом п на основании свойства независимости случайных 
ошибок будет близок к нулю. Отбросив его, получим равенство 

[Aim Aina )?] [Аз 
п п’ 
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с помощью которого формуле (227) придадим вид 

Се бы, (44 
——3— 

В п n 

A [03] [47] 
a tn 

На основании свойства рассеивания случайных ошибок при достаточно 
болыном числе п можно написать, что 

[4], —, 
п ~~ » 

где т — стандарт результатов измерений. 
Поэтому предыдущее равенство можно переписать так: 

[(9; _ 9i41)?] —9 
В я +2т 

= ca (229) 
on 

Можно легко доказать путем, которым было получено равенство (228), что 

[(9:— 911 о (. _ a 
п п п 

и поэтому равенству (229) придаем такой окончательный вид 

9:9; — [92] [ гы 4 т? 

[87] —» | я -|- т 

В В 
Подставив теперь полученное значение отношения А. в выражение ZA — 1, 

после приведения дробей к общему знаменателю и приведения затем в числи- 
теле подобных членов и, наконец, после умножения числителя и знаменателя 
дроби на число п, получим 

В (9 
2А [92] {+ ли? 

Теперь можем сформулировать такой вывод. 
Если систематические ошибки результатов измерений таковы, что удовлет- 

воряют условию 

| [9;9;-. 1] | _2_ 
[92] + nm? ~ Yn’ 

(230) 

то такие систематические ошибки критерий Аббе не вскроет. 
Действительно, если условие (230) удовлетворяется, то при достаточно 

большом числе п результатов измерений, когда критерий Аббе именно п можно 
применять, должно осуществиться неравенство 

В 
aA 7! 

2 
<=, 

Vn 

которое заставит гипотезу наличия в результатах измерений систематических 
ошибок отвергнуть, в то время как она в действительности будет верна. 
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Чтобы представить себе, как велики могут быть систематические ошибки, 
удовлетворяющие условию (230), предположим, что результаты измерений со- 
держат систематические ошибки такого вида 

9=+с; @2=-+с; @3=—c; ©9.=+с; Os—+c; Og=—c; ... 

где с — некоторая положительная постоянная. 
Легко сообразить, что в этом случае будут выполняться равенства: 

[92] =пс?; |[9;9.]|==с2 

и поэтому придем к формуле 

| [9 9544] | _ 62 

[92] -+ пт? n(c® -}- m*)’ 

из которой можно усмотреть, что при любых с и т должно существовать такое 
достаточно большое число по, когда неравенство (230) будет обязательно удов- 
летворено и будет удовлетворяться при любом п> 1. 

Очевидно, это будет справедливо при сколь угодно большом с. Следова- 
тельно, могут существовать очень большие по абсолютной величине системати- 
ческие ошибки результатов измерений, которые критерий Аббе не вскроет! 

Если подобный же анализ выполнить для модификации критерия Аббе, 
выражающейся формулами (224) -— (226), то вместо условия (230) будет полу- 
чено следующее условие 

 [6,0,.,] - 91 
n ” 

|a*]- 6] + nm Г" 
Это неравенство определяет множество систематических ошибок результатоз 

измерений, которыс даниая модифнкация критерия Аббе ие обнаружит. 

$ 20. ПРИМЕНЕНИЕ КРИТЕРИЕВ 

ДЛЯ ОБНАРУЖЕНИЯ СИСТЕМАТИЧЕСКИХ ОШИБОК 

В РЯДАХ РЕЗУЛЬТАТОВ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ ИЗМЕРЕНИЙ 

Исследование «проблемы одного треугольника» 

В известном «Отчете по исследованию метода точной полиго- 
нометрии за 1929 год» (Тр. ГИГиК, M., Госкартгеодезия, 1932) 
проф. В. В. Данилов приводит пример произведенных им высоко- 
точных измерений углов треугольника 12-ю приемами, давших 
результаты 62° 51/48”, 56; 58° 53’ 01”, 09; 58° 15’ 13”, 08  соответст- 
венно с эмпирическими средними квадратическими ошибками: 
0”, 28; 0”, 24 и 0", 40. Подсчитанная в треугольнике невязка, как 
легко проверить, оказалась равной -+2”, 72; это значительно 
больше того, что следовало бы ожидать при такой высокой точ- 
ности измерений углов треугольника. Действительно, согласно 
первой теореме, для предельной ошибки суммы этих углов, 
используя формулу утроенной средней квадратической ошибки, 
получим величину 

ЗУ (0,28)2+ (0,24)2+ (0,40)2=1”, 63, 
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т. е. значительно меньшую фактической невязки. Произведенные 
В. В. Даниловым теоретические подсчеты не дали результатов, 
которые могли бы оправдать столь значительную невязку, и ему 
пришлось заявить, что «вопрос остается, таким образом, совер- 
шенно невыясненным». 

Впоследствии, имея в виду важность выяснения для теории 
высокоточных геодезических измерений причин установленного 
В. В. Даниловым факта, проф. А. С. Чеботарев назвал рассмат- 
риваемую проблему «проблемой одного треугольника». 

Однако в журнале измерений В. В. Данилов заметил, что 
результаты измерений всех трех углов в приемах имеют тенден- 
цию увеличиваться с увеличением номера приема. Иначе говоря, 
им была замечена некоторая переменная систематическая ошибка, 
природу которой он це имел возможности вскрыть. | 

Попробуем применить к данному случаю формулы (210) и 
(212}. | | 

Вычисления, связанные с применением этого критерия, поме- 
щены в табл. 7. 

В графе 2 табл. 7 выписаны значения угла треугольника (вер- 
шина которого была обозначена В. В. Даниловым буквой Ю), 
полученные в приемах. 

Графы 3—6 содержат вычисления величины [v2], произведен- 
ные по ‘схеме табл. 3. Контроль вычисления здесь осуществлялся 
по формуле (118). 

Графы 7—9 содержат вычисления, связанные с проверкой гипо- 
тезы существования переменной систематической ошибки, изме- 
няющейся пропорционально порядковому номеру приема, т. е. 
в соответствии с формулой (213). Для контооля вычисления [Ш] 
была применена формула (201), которая в данном случае имеет 
ВИД 

[iv] = [(é—1) 9 (231) 
где в соответствии с равенствами (202) принято 

of (si) =#—- | (1=1,2,... n; ($) =1). 

Поскольку простая арифметическая средина L оказалась вели- 
чиной, содержащей ошибку округления, то контроль по формуле 
(231) удовлетворился недостаточно точно и был усилен в соот- 
ветствии с формулой (203), которая в данном случае имела вид 

[iv] = [(i—1) 9] + [9]. (232) 
Иначе говоря, к полученной сумме {(i—1)v] была добавлена вели- 
чина [9], равная - 0,07. 

Затем по формуле (216) был вычислен показатель системати- 
ческой ошибки р1, оказавшийся равным + 0,74, и было обнаружено, 
что неравенство (211) удовлетворилось и потому можно считать, 
что гипотеза о наличии у результатов измерений переменной систе- 
матической ошибки, изменяющейся пропорционально ‘номеру 
приема, не противоречит опыту. 
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В графах 10—12 приведены вычисления, связанные с провер- 
кой гипотезы существования переменной систематической ошибки. 
изменяющейся пропорционально квадрату порядкового номера 
приема, т. е. в соответствии с формулой (217). Для контроля 
вычисления [29] была применена формула (201), которая в дан- 
ном случае имеет вид 

[Ро] = (#—1)ч}, (233) 
где в соответствии с равенствами (202) принято 

51 ($:) =#—1 (i=1, 2, ..., п; fo(s) =1). 

Kak и в предыдущем случае, из-за ошибки округления арифме-. 
тической средины L величина [(i2—1)v], в соответствии с форму-- 
лой (203), может быть представлена в виде 

[129] = [(#2—1) v] + |]. 

Поэтому ее числовое значение —534,81 было исправлено на 
(|= +0,07. Однако и после этого равенство (233) полностью не 
удовлетворилось; расхождение величин  1129|=—534,46 и 
[ (#2—1) vl] =—534,74 объясняется ошибками округлений, которые: 
пришлось производить при заполнении граф 10 и 12. 

Затем по формуле (219) был вычислен показатель системати- 
ческой ошибки р2, оказавшийся равным -+0,72, и было обнару- 
жено, что неравенство (211) и в данном случае удовлетворилось. 
В результате приходим к выводу, что и гипотеза о следовании 
систематической ошибки квадрату порядкового номера приема 
также не противоречит опыту. 

Таким образом, двукратное применение критерия, хотя и под-. 
твердило существование переменной систематической ошибки, все 
же привело к некоторому противоречию. Это противоречие можно- 
объяснить следующим. 

Поскольку оба показателя систематической ошибки р! = +0,74 
и р2= +0,72 оказались не слишком близкими к единице, то это 
означает, что как функция (213), так и функция (217) сравни- 
тельно плохо аппроксимируют действительную закономерность 
систематической ошибки. Поэтому настоящие исследования надо 
продолжать, выбирая все новые и новые функции f(s). Строго 
говоря, для полноты исследования это надо сделать не только для 
результатов угловых измерений на пункте Ю, но и для угловых 
измерений на остальных двух вершинах треугольника. 

Исследование результатов определения широты 
Парижской обсерватории 

Восьмикратное определение широты Парижской обсерватории 
при помощи меридианного круга дали результаты, приведепные 
в графе 2 табл. 8. Оценка точности, определившая эмпирическую. 
среднюю квадратическую ошибку результатов измерений, оказав- 
шуюся равной 1”, |, обнаруживает, что достигнутая точность из- 
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мерений существенно ниже, чем это может дать использованный 
мерный прибор. Это заставило предположить, что в результатах 
измерений содержится некоторая переменная систематическая 
ошибка. Проверим это при помощи формул (210) и (212). 

Сначала примем гипотезу зависимости исследуемой система- 
тической ошибки от порядкового номера приема измерений. 

Результаты вычислений по формулам (213), (231) и (232) при- 
ведены в графах 7—9 табл. 8. 

Вычисленный по формуле (216) показатель систематической 
ошибки оказался равным +0,19, т. е. по абсолютной величине 
малым. 

Проверка неравенства (211) обнаружила, что оно не выполня- 
ется. Следовательно, гипотеза о систематической ошибке, завися- 
щей от порядкового номера приема измерений, должна быть от- 
вергнута как несостоятельная. Этот вывод приводит к необходи- 
мости искать новый параметр $5. 

Была также высказана гипотеза, что приведенные в табл. 8 
результаты измерений содержат систематическую ошибку, проис- 
ходящую от прогиба трубы меридианного круга и зависящую от 
зенитного расстояния звезды в момент наблюдений. Теория, по- 
строенная на этой гипотезе, заставляет считать эту систематиче- 
скую ошибку пропорциональной синусу зенитного расстояния 
звезды. 

Применим прежний критерий, чтобы проверить выдвинутую 
гипотезу на опыте приведенных в графе 2 табл. 8 опоеделений 
широты. 

‚Для этого в табл. 8 введены графы 10—16. В графе 10 вписаны 
зенитные расстояния звезды, бывшие в момент наблюдений, 
а в графе 1| — их синусы. Внизу графы 11 под чертой выписана 
арифметическая средина этих синусов, ‚равная - 0,54. 

В соответствии с принятой гипотезой параметр $ примем рав- 
ным зенитному расстоянию 2, а функцию ]1($) равной 

j (2) =sinz. 

Поэтому равенства (198) в данном случае примут вид 

oj= S84 та  (i=1, 2, ..., 8). 
Вычисления по ним приведены в графе 12. | 

Принятые обозначения позволяют неравенство (209) перепи- 
сать так: 

[usin z]|>2m У [7 . (234) 

Левая часть этого неравенства вычислена в графе 13 и для 
контроля еще раз в графе 14. Этот контроль произведен по 
формуле 

[о sin z] =— [wv], 

вытекающей из формулы (206). Заметим, что его можно было бы 
усилить, воспользовавшись формулой (205). 
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В графе 15 была вычислена величина [w?|, необходимая для 
постановки в правую часть неравенства (234). В: графе 16 приве- 
ден контроль вычисления этой величины, произведенный в соот- 
ветствии с (207) по формуле 

[02] = — [w sin 2]. 

Дальнейшая проверка неравенства (234) показала, что оно 
в действительности осуществилось и, следовательно, гипотеза о на- 
личии в результатах определения широты переменной системати- 
ческой ошибки, происходящей от прогиба трубы меридианного 
круга и пропорциональной синусу зенитного расстояния звезды, не 
противоречит опыту. 

Этот вывод можно усилить, если ввести и здесь показатель 
систематической ошибки, придав формуле (210) при помощи 
равенства (206) вид 

— [29] 

Г УИ 
Вычисления по этой формуле для показателя систематической 

ошибки дали результат р› = + 0,99, который говорит о том, что тео- 
рия пропорциональности переменной систематической ошибки 
синусу зенитного расстояния звезды в данном случае очень хорошо 
подтвердилась практикой. 

Применение критерия Аббе к исследованию 
«проблемы одного треугольника» 

Воспользуемся критерием Аббе для выявления наличия пере- 
менной систематической ошибки в результатах измерений, приве- 
денных в табл. 7. 

Вычисления, связанные с использованием критерия (224)— 
(226), помещены в табл. 9. 

Графа и; табл. 9 заимствована из соответствующей графы 
табл. 7. В графе vi—vi4; табл. 9 произведен контроль суммирова- 
нием стоящих в ней чисел. Эта сумма должна быть равка нулю. 

Суммирование чисел, стоящих в графе (vi—vi41)2, дало вели- 
чину В’, определяемую формулой (225). 

Теперь, заимствуя из табл. 7 величину А’=21,53, вычислим 
левую и правую части неравенства (226). Они оказались соответ- 
ственно равными: 

В’ 

) 2A’ _ Van 

Эти числа показывают, что критерий Аббе в данном случае не 
подтвердил гипотезы существования переменной систематической 
ошибки. 
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Таблица 9 

i 5} ViVi (5-44)? 

1 +-1,38 —0,55 0,30 
2 -}-1,93 -+0,30 0,09 

3 +1,63 + 1,05 1,10 
4 -|-0,58 +-1,85 3,42 

5 —1,27 —0,95 0,90 
6 —0,32 -—-0,45 0,20 
7 +-0'13 —0'95 0,90 
8 -- 1,08 .1-1,25 1,56 

9 017 +110 191 
10 —1,27 -|-1,49 2,22 
11 —2,76 | 1,89 3,57 
12 —-0,87 ..-9,25 5,06 

+ 0,07 0,00 В’=20,53 

Применение критерия Аббе к исследованию 
результатов определения широты Парижской обсерватории 

Применим критерий Аббе к результатам измерений, приведен- 
ным в табл. 8. | 

Все вычисления, связанные с этим, приведены в табл. 10, при- 
чем величина А’= 8,82 заимствована из табл. 8. 

Как следует из табл. 10, критерий Аббе и в данном случае не 
подтвердил гипотезы наличия переменной систематической 
ошибки. 

Таблица 10 

i о, о (у 

] +0,8 +1,7 2,9 
2 —0,9 —2,6 6,8 
3 +-1,7 4-3,4 11,6 
4. —1,7 —1,1 1,2 
5 —0,6 —1,3 1,7 
6 +0,7 40,2 0,0 
7 +.0,5 -- 1,2 1,4 

8 —0,7 — 1.5 2,2 

—0,2 0,0 B’=27,8 

5 |B 2 059 = | gar —1] <= = O71 

Чем же все-таки объяснить, что критерий Аббе не помог ни 
внести ясность в «проблему одного треугольника», ни обнаружить 
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систематические ошибки в определении широты Парижской об- 
серватории? 

Одной из главных причин является то, что этот критерий 
справедлив при условии большого числа результатов измерений. 
В рассмотренных же случаях ряды результатов измерений не- 
велики. 

Другой причиной может оказаться то, что критерий Аббе, как 
было показано в предыдущем параграфе, не обязательно реаги- 
рует на все без исключения переменные систематические ошибки. 

$ 21. ОБНАРУЖЕНИЕ СИСТЕМАТИЧЕСКИХ ОШИБОК 

В РЯДАХ РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ, 

СВЯЗАННЫХ УСЛОВНЫМИ УРАВНЕНИЯМИ 

В практике измерений часто встречаются случаи, когда под- 
лежащие измерению физические величины Л1, Х.о,:..., Xn связаны 
точными зависимостями, заведомо известными из теоретических 
соображений. Пусть, например, такая зависимость выражается 
уравнением 

f(Xq, Xo, ..., Xn) =0. (235) 

Если вместо действительных значений Х; измеренных величин 
в это уравнение подставлять результаты их измерений Д, lo, ..., 
ln, то в правой части равенства вместо нуля появится величина W: 

(Ц, lo, ..., In) = W, (236) 

которую обычно называют невязкой условного уравне- 
НИЯ. 

В качестве примера условных уравнений можно привести 
условное уравнение полигона 

—180° (n—2) +X,+Xo+ ... +X,=0, (237) 

где X;, Xo,..., Xn, например, действительные значения углов поли- 
гона, a 180° (n—2) — теоретическая сумма его углов. 

Тогда формула | 

W=l)+lot+ ... +lnr—180°(n—2) (238) 

определит обычную угловую невязку в полигоне, где ly, lo, ..., ly— 
результаты измерения его углов. 

Невязка условного уравнения является следствием ошибок 
результатов измерений J;. В случае, когда результаты измерений, 
помимо случайных ошибок, содержат и ошибки систематические, 
невязку условного уравнения можно рассматривать также состоя- 
щей из двух частей: систематической ©, и случайной Ay, для 
которых, применяя к функции (236) вторую теорему, можно на- 
писать выражения 

е, -- Cake + Ga 9, --...+ Gabe (239) 
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А =.) А: (sr) Ay +... Ga An, (240) 

где ©,, А; — соответственно систематические и случайные части. 
ошибок результатов измерений. 

Из сказанного следует, что, во-первых, невязка является финчк- 
цией результатов измерений и потому можно говорить о ее стан- 
дарте и весе; во-вторых, невязка может быть рассматриваема как 
ошибка этой же функции результатов измерений. 

Эти свойства невязок условных уравнений, как будет видно’ 
из Дальнейшего, позволяют использовать их для обнаружения 
систематических ошибок и для апостериорной оценки точности. 
результатов измерений. 

Согласно сформулированным свойствам невязки и второй тео- 

реме, для ее стандарта т, можно написать выражение 

— ow — \* dw — \? dw — \" 
My = и (32 m, + (2 т, -...- (ет, 

Где My, Мо, ..., Ти» — стандарты результатов измерений. 
Тогда, руководствуясь формулой удвоенной средней квадрати- 

ческой ошибки, можно утверждать, что если результаты измере-. 
ний не содержат систематических ошибок, то практически. 
должно осуществиться неравенство 

ow — 2 ow — 2 dw — 2 

jw] <2 W/ (я, + (32 mma) +... + (S27) 
Если же, наоборот, результаты измерений содержат системати- 

ческие ошибки, то можно ожидать, что осуществится неравенство: 
противоположного смысла, т. е. 

lw | > ay/ (32m, y+ (22 a) + + (32, (241) 

Это неравенство и может быть использовано в качестве крите- 
рия для обнаружения в результатах измерений систематических. 
ошибок. 

Ему можно придать и несколько иную форму. Для этого со- 
гласно формуле (128) напишем 

= — [=], 2, ..., п), 242) 

Ур: | 

где рь, рз,..., р» — веса результатов измерений; 1, — стандарт еди- 
ницы веса, и неравенству (241) придадим желаемый вид 

jw) >on (+) +. + (32) 4 ̀. (243): 
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Заметим, что критерий (241) уже был применен ранее при 
анализе размеров угловой невязки треугольника. 

Однако изложенный сейчас прием обнаружения систематиче- 
ских ошибок не является единственным способом использования 
для этого невязок условных уравнений. Рассмотрим другие воз- 
можные пути использования невязок условных уравнений для той 
же цели. 

Пусть имеются М условных уравнений вида (235): 

(Хи, Ха, ..., Хт,) =0 (t=1, 2,..., М). 

Тогда для их невязок можно написать уравнения: 

(1, Lio, wey lin,) =Wi ((=1, 2, .. №) , (244) 

в которых [ль результаты измерений величин х;„, полученные с OT- 
носительной точностью, характеризуемой весами 

рь(Е=1, 2,..., mi i=l, 2, ..., М). 

Учитывая свойства невязок условных уравнений, согласно фор- 
муле (179) средней квадратической ошибки единицы веса, можем 
написать выражение 

p= у orl (245) 
в котором веса Px, невязок, согласно пятой теореме, определяются 

по формулам 

Е [941 \? 1 | [0 ТТ | ow; \? 1 (;_ | 
И (ams) ри + (aie) Piz | + (ae) Pin, (é=1,2,...,.N). (246) 

Теперь, полагая, что число N невязок достаточно велико, в CO- 
ответствии с неравенством (243) можно написать систему таких 
неравенств 

lw|> —t. (i=1, 2, ..., М), (247) 
V Pw; 

используя их в качестве критерия обнаружения систематических 
ошибок в следующем порядке. 

По известным весам результатов измерений для функций 
(244) в соответствии с формулами (246) подсчитывают веса не- 
вязок условных уравнений. 

После этого по известным невязкам и вычисленным их весам 
по формуле (245) вычисляют среднюю квадратическую ошибку 
единицы веса и оценивают ее надежность по формуле 

LL 

т = ——. 
в Ум 

Наконец, проверяют осуществление неравенств (247). Если 
в подавляющем числе случаев, из всех возможных N случаев, эти 
неравенства осуществятся, то это будет означать, что резуль- 
таты измерений содержат систематические ошибки. 

128 

(248)



Критерий (247) основан на использовании средней квадратиче- 
ской ошибки единицы веса. Естественно, что для этой же цели 
можно воспользоваться и эмпирической средней квадратической 
ошибкой единицы веса. Выполним это в следующем порядке. 

Из формулы 5a табл. 5 следует, что каждую функцию у OT п 
неравноточных аргументов можно представить себе, как функцию 

от и’= фиктивных равноточных аргументов с весами, рав- 
| y 

ными единице. Поэтому каждую из невязок (244) будем считать 
эквивалентной невязке, образованной ошибками результатов изме- 
рений единичного веса, число которых равно 

1 . 
n/j=— (i=1,2,...,N). (249) 

Pw; 

Имея это в виду, образуем так называемые «относительные» 
невязки 

();.— вы (i=l, 2, ...) №), (250) 

которые, очевидно, являются долями невязок W;, приходящимися 
на один результат измерения единичного веса. 

Образуем общую арифметическую средину 

ри [P| 

°= Пр (251) 
этих относительных невязок, где Pw; — веса относительных невязок. 

Теперь, вычислив уклонения 

vi=w—o; (i=1, 2,..., М) (252) 

от общей арифметической средины w, можем найти эмпирическую 
среднюю квадратическую ошибку единицы веса 

| Pol 
№ = т: (253) 

Поскольку относительные невязки (250) являются, как и не- 
вязки W, следствием ошибок результатов измерений, то их можно 
считать состоящими из двух слагаемых: систематической части 
9., и случайной части Ao, , T. е. 

oO, == Bot As, (i= 1, 2,..., М). 

Поэтому общей арифметической средине (251) относительных 
невязок можно придать выражение 

7 [ Pw %, Pw А. | рые] | 
ПР] [Pal ” 

из которого следует, что при достаточно большом числе М невя- 
зок второй член правой части равейства, как случайная ошибка 
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общей арифметической средины, будет близок к нулю. Тогда это 
равенство можно представить в виде 

«= 6, (254) 

где 

DQ [Pw «| 
9 = ——— 2 Г (255) 

— общая арифметическая средина систематических частей отно- 
сительных невязок. 

Из формул (251), (254) и (255) следует, что 

9— [24°] (256) 
[ P| 

Эту величину в дальнейшем будем называть средней систе- 
матической ошибкой результатов измерений. 

Эта величина, как общая арифметическая средина, обладает 
весом [рь]. Поэтому 3a ее предельное значение может быть при- 
нята величина 

2p. 

V [Po 
Если систематические ошибки в результатах измерений отсут- 

ствуют, то средняя систематическая ошибка (256) будет величи- 
ной, близкой к нулю, и во всяком случае надо ожидать, что она 
практически не превысит указанного предела. 

Если же, наоборот, систематические ошибки содержатся 
в результатах измерений, то средняя систематическая ошибка 
(256) уже не будет по абсолютной величине малой и потому надо 
ожидать, что осуществится неравенство 

которое и можно принять в качестве критерия обнаружения систе- 
матических ошибок. 

Таким образом намеченный путь исследования систематических 
ошибок сводится к Последовательному применению формул (249), 
(250), (256), (252), (253) и (257). 

Преобразуем эти формулы, чтобы ими было удобно в дальней- 
шем пользоваться. | 

Из формул (249) и (250) получим 

Oi = Pw, Wi (1=1, 2, ..., №). (258) 

Применив сюда частный случай 2 табл. 5, придем к выражению 

Ре; _1 . _ 

Po = (Pu)? Pw, ((=1,2,..., №). (259} 
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Теперь подстановка значений wi и Po, из (258) и (259) 

в (256) дает 

1 = 9 — и i 

7a 
или после очевидных сокращений 

9 — м] (260): 

Преобразуем теперь числитель подкоренного выражения в фор- 
муле (253). Для этого подставим в него значения и; из (252). 

[Pot?] == [рь (w — 6)? ] = [pow* — Зорью + рые? | = 
= [Po] © — 2% [po] + [рь?]. 

Но из (251) следует, что 

[рь®] = [ Doo | & 

И поэтому последнее равенство принимает ВИД 

Подставив сюда значения в, Pwo, , ® соответственно из формул 

(258), (259) и (254), окончательно получим 

| 11 — [p.0*| [ры — |5. | 
и формуле (253) теперь придадим вид 

[ 1] 

Vw 5. |8 и = и (261) 

Наконец, при помощи равенств (259) неравенству (257) при- 
дадим также более удобный вид 

|| > —— №. (262) 

Таким образом, после произведенных преобразований предла- 
гаемый путь исследования систематических ошибок свелся к по- 
следовательному применению формул (260), (261) и (262). 

Заметим, что если во всех результатах измерений содержится 
одна и та же постоянная систематическая ошибка, то, поскольку 
она не влияет на величины уклонений (252) от общей арифмети- 
ческой средины, она не скажется и на эмпирической средней квад- 
ратической ошибке. 
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Кроме того, если такой постоянной систематической ошибки 
в результатах измерений не содержится, TO все же из эмпириче- 
ской средней квадратической ошибки единицы веса влияние 
систематических ошибок окажется в среднем исключено. Это учи- 
тывает второй член числителя подкоренной дроби в формуле (261). 

Из сказанного можно сделать вывод, что, сопоставляя значе- 
ния средней квадратической и эмпирической средней квадратиче- 
ской ошибок единицы веса, получаемые по формулам (245) и 
(261) для одних и тех же результатов измерений, можно судить 
о наличии систематических ошибок, так как первая из них, как 
правило, в этом случае должна быть больше второй. 

В заключение заметим, что поскольку содержание данного 
параграфа тесно связано с содержанием следующей главы, то 
иллюстрация примерами предлагаемых способов обнаружения 
систематических ошибок результатов измерений по невязкам 
условных уравнений перенесена в следующую главу. 

Вопросы для самопроверки 

1. Указать два осповных случая, встречающихся при исследовании систе- 
матических ошибок результатов измерений одной и той же величины. 

2. Какими приемами можно облегчить подыскание подходящей функции 
f(s), когда закономерность исследуемой переменной систематической ошибки 
неизвестна? 

3. О чем свидетельствует знак показателя систематической ошибки? 
4. Чему равно предельное значение абсолютной величины показателя CHCTe- 

матической ошибки? | 
5. Показатель систематической ошибки оказался равным — 0,96. Какой 

можно из этого сделать вывод? 
6. Можно ли при помощи показателя систематической ошибки выявить 

кодержашуюся в результатах измерений постоянную систематическую ошибку? 
7. Какому условию должен удовлетворять показатель систематической 

ошибки, чтобы гипотезу наличия в результатах измерений переменной системати- 
ческой ошибки можно было считать не противоречащей опыту? 

8. Обеспечивает ли критерий Аббе обнаружение ‘всех достаточно крупных 
по величине систематических ошибок? 

9. Может ли критерий Аббе, примененный к уклонениям от арифметиче- 
ской средины, обнаружить постоянную систематическую ошибку? 

° 10. Напишите основные формулы критерия Аббе. 
Il. Напишите основные формулы, применяемые при исследовании наличия 

систематических ошибок с помощью показателя систематической ошибки. 
12. Укажите порядок исследования с целью обнаружения систематических 

ошибок при помощи показателя систематической ошибки. 
13. Что такое невязка условного уравнения? 
14. Каковы два основных свойства невязок условных уравнений, позволяю- 

ние использовать их для исследования с целью обнаружения систематических 
ошибок? | 

15. Что такое средняя систематическая ‘ошибка результатов измерений? 
16. Как можно по. величинам средней квадратической и эмпирической сред- 

ней квадратической ошибок единицы веса судить о наличии в результатах изме- 
рений систематических. ошибок?



ГЛАВА 

Vil 

ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ 
РЕЗУЛЬТАТОВ 

ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ ИЗМЕРЕНИЙ 
ПО НЕВЯЗКАМ 

УСЛОВНЫХ УРАВНЕНИЙ 

$ 22. ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ ИЗМЕРЕНИЙ 

ПО НЕВЯЗКАМ В ПОЛИГОНАХ И ХОДАХ 

Общие соображения 

В геодезической практике при развитии опорных геодезических 
сетей, различных по точности классов и назначению, часто возни- 
кают условные уравнения вида 

AitXiytXiot ... +Xin, =0 (¢=1, 2, ..., М), (263) 

невязки которых, очевидно, вычисляются по формулам 

но Но ... Ал, — W; ((=1, 2, ..., N). (264) 

Если, например, геодезическая сеть состоит из системы теодо- 
литных ходов, опирающихся на ряд твердых пунктов, то углы, 
измеряемые на точках этих ходов, оказываются связанными услов- 
ными уравнениями вида (263). В частности, для ходов, образую- 
щих замкнутые полигоны, условные уравнения (263) принимают 
вид (237) и их невязки вычисляются по формулам (238). Для 
ходов, проложенных между твердыми пунктами, величины Ajo, 
фигурирующие в уравнениях (263), оказываются теоретическими 
суммами углов, но теперь уже подсчитываемыми известным обра- 
зом по начальным и конечным твердым примычным дирекционным 
углам. | 

Подобная же картина встречается в сетях геометрического: 
нивелирования. В этом случае Х; могут быть либо действитель- 
ными значениями превышений по ходам, прокладываемым между 
узловыми реперами, либо действительными значениями превыше- 
ний, измеренных на станциях. Тогда в замкнутых полигонах воз- 
никнут условные уравнения (263), в которых свободные члены аа 
будут равны нулю, а в разомкнутых ходах в этих уравнениях сво- 
бодные члены Ajo будут выражать собою теорегические суммы 
превышений, вычисляемые как разности твердых отметок конеч- 
ных и начальных марок или реперов. 
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Заметим, что приведенными примерами не исчерпывается все 
множество случаев геодезической практики, когда возникают 
в опорных сетях условные уравнения вида (263). Однако здесь 
ограничимся лишь указанными примерами. 

Для оценки точности результатов измерений по невязкам (264) 
условных уравнений (263} вполне применимы формулы (245) и 
(248), выведенные в предыдущем параграфе. Однако веса невя- 
зок В этом случае надо подсчитывать по формулам 

1 | 1 yn. L f= С ) Pw, tn bp bo , ( 1, 2,..., №), (265) 
| Pin; 

где Pin — веса результатов измерений Lj, величин Хх, которые сле- 
дуют из формул (246) и (264). 

Применим к этому случаю и критерий (247), где веса невязок 
надо рассчитывать по формулам (265). Этот критерий позволяет 
судить о наличии у результатов измерений систематических оши- 
бок. 

Подобным же образом, при замене формулы (246) формулой 
(265) возможно применение для оценки точности результатов из- 
мерений формул (260) и (261), а для выяснения наличия у резуль- 
татов измерений систематических ошибок — критерия (262). 

Заметим, что в этом случае оценку надежности эмпирической 
средней квадратической ошибки единицы веса, вычисляемой по 
формуле (261), можно осуществлять по формуле 

{4 

Y2(N- |. 

Покажем теперь, как описанный путь оценки точности резуль- 
татов геодезических измерений по невязкам в полигонах и ходах 

может быть реализован как для оценки точности угловых измере- 

HHH, так и для оценки точности геометрического нивелирования. 

My, (266) 

Оценка точности угловых измерений по невязкам 
в полигонах и ходах 

Приняв в условных уравнениях Xi, за действительные значе- 
ния измеренных углов, а в формулах (264) Ij, за независимые 
равноточные результаты их измерения, положим, что. 

рак =1 (Е =1, 2, ...) Пу [=], 2, ... №). (267) 

Тогда по формуле (265) получим 

Poza (11, 2,..., М) (268) 

и потому формула (245) примет вид 

и [ 
mg =) ars (269) 
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где средняя квадратическая ошибка единицы веса |, заменена на 
среднюю квадратическую ошибку измеренного угла т,, потому 

что именно вес результата измерения одного угла, как это следует 
из (267), принят за единицу. 

С учетом формулы (268) критерий (247) принимает вид 

| w;|> 2m, V fl; ((=1, 2, we ey N). (270) 

Теперь оценка точности измерения углов и проверка гипотезы 
о наличии систематических ошибок может быть осуществлена 
в таком порядке. 

По формулам (264) вычисляют невязки W; и по формуле 
(269) — среднюю квадратическую ошибку измеренного угла, на- 
дежность которой соответственно оценивают по формуле 

ти, ох (271) 

вытекающей из формулы (248) и равенств (267). 
Наконец, проверяют гипотезу о наличии в результатах измере- 

ния углов систематических ошибок. Для этого используют крите- 
рий (270). 

Рассмотрим частный случай оценки точности измерения углов 
по невязкам в полигонах и ходах, когда полигонами являются тре- 
угольники триангуляции. 

В этом случае 

п;=3 (1(=1,2,..., №). (272) 

Тогда формулы (269) и (270) соответственно примут вид 

fee) my = (273) 
И 

| м; [> 2тз УЗ. 

Заметим, что формула (273) называется международной, 
или формулой Ферреро. 

Рассмотрим второй путь оценки точности — по эмпирической 
средней квадратической ошибке единице веса. 

Для этого, учтя равенства (268), приведем формулы (260), 
(261) и (262) к окончательному виду 

а __ [vl O= Ty (274) 

fr 
тв = щ— М1 ) (275) 

ат 

|9, |> (276) 
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Рассмотрим частный случай применения формул (274) — (276) 
к оценке точности измерения углов в треугольниках триангуля- 
ции. Для этого случая число углов, участвующих в условных урав- 
нениях (263), равно (272). 

Тогда формулы (274) — (276) примут искомый окончательный 
ВИД 

Приведем два важных замечания к изложенной оценке точ- 
ности угловых измерений. 

Во-первых, если в два разных уравнения. (264) входит хотя бы 
один одинаковый аргумент, т. е. один и тот же результат измере- 
ния некоторого угла, то в этом случае соответствующие цевязки 
будут зависимы. 

Как показывают соответствующие исследования, в этом случае 
можно пользоваться формулой (269), формулой же (275) поль- 
зоваться нельзя. Для того чтобы можно было воспользоваться 
формулой (275), надо предварительно отобрать невязки условных 
уравнений так, чтобы они были независимыми. Для этого доста- 
точно воспользоваться схемой полигонов и отобрать условные 
уравнения, которые соответствуют несмежным полигонам, напри- 
мер, полигонам, располагающимся в «шахматном» порядке. 

Во-вторых, если помимо условных уравнений полигонов 
в оценку точности включаются и условные уравнения ходов, про- 
ложенных между твердыми пунктами, то может оказаться, что на 
невязки этих ходов существенно повлияют ошибки исходных дан- 
ных, т. е. погрешности твердых примычных дирекционных углов. 
В этом случае оценка точности угловых измерений может ока- 
заться существенно искаженной. Чтобы избежать этого, не сле- 
дует вводить в оценку точности невязки по ходам. 

Вместе с этим надо иметь в виду, что вопрос о степени влия- 
ния ошибок исходных данных заслуживает пристального внима- 
ния. Поэтому, если представляется возможность, то целесообразно 
оценку точности производить дважды: один раз включая невязки 
по ходам, проложенным между твердыми пунктами, а второй раз— 
исключая их. Тогда сопоставление полученных при этом двух раз- 
личных результатов оценки точности позволит судить о надеж- 
ности исходной геодезической опоры и сделать соответствующие 
выводы о целесообразном выборе способа уравновешивания дан- 
ной сети полигонов и ходов. 
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Пример оценки точности угловых измерений в теодолитных ходах 

Одноминутным теодолитом создана сеть теодолитных ходов, 
образовавших восемь полигонов. Необходимо’ оценить по невязкам 
в этих полигонах точность измерения углов и выяснить, не сопро- 
вождались ли угловые измерения существенными систематиче- 
скими ошибками. ` 

Решение задачи по формулам (266), (269), (270), (271), 
(274), (275) и (276) приведено в табл. 11. 

Таблица 11 

№ Количество Н w 2 
» NO.IM- `лов в евязка в по- р i — 
она. i полить лигоне, и, ei п; 2тВ Ул, 

{ 

| 10 4-11, 4 1,96 0,196 5,1 
2 5 —0,6 0,36 0,072 3,6 
3 12 +2 ,7 7,29 0,608 5,5 
4 14 —1,9 3,61 0,258 6,0 
5 7 —3,0 9,00 1,286 4,0 
6 8 —2,2 4,84 0,606 4,5 
7 10 +2 ,0 4,00 0,400 5,1 
8 9 -|-1 ,0 1,00 1,111 4,8 

My mS 

: an ne 

n _ - = 15: B10 _ yy g. 

m , om. a 
В 0 ‚8 4 2.0 ‚8 +0. = — 2° 0’ 2 0’ ,008 = |8 —— = 0" 18. Mme VFN 1) WIA | 851< oF = У? 

Из табл. 11 следует, что в результатах измерения углов не со- 
держится заметных систематических ошибок. Это видно из того, 
что, во-первых, во всех восьми неравенствах (270) невязки оказа- 
лись меньше, чем числа последней графы табл. 11; во-вторых, 
результаты вычисления по формулам (269) и (275) оказались 
совпадающими в пределах точности вычислений и, наконец, 
в третьих, не осуществилось неравенство (276). 
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Оценка точности геометрического нивелирования 

по невязкам в полигонах и ходах 

Примем в условных уравнениях (263) Xj, за действительные 
значения превышений, определяемых на станциях, a [и — за 
результаты измерений этих превышений. Тогда, приняв вес одного 
такого результата измерения за единицу согласно формулам (265} 
ПОЛУЧИМ 

1 . 
Ри == (1==1,2,..., М). (277) 

Сравнивая эту формулу веса невязки в превышениях с весом 
(268) невязки в углах, можем сразу получить формулы для оцен- 
ки точности геометрического нивелирования, заменив в формулах 
(269) —(271), (274) —(276) среднюю квадратическую ошибку тв 
измеренного угла на среднюю квадратическую ошибку т превы- 
шения, определенного на станции, и среднюю систематическую 

ошибку O, измеренного угла на среднюю систематическую ошибку 
9, превышения, определенного на станции. Тогда эти формулы 
предстанут в таком виде: 

г re 

m= | ia (278) 

lwi|>2n Vn; (i=1, 2,..., М), (279) 

Mn» = Van (280) 

a | 
9, = inj? (281) 

[= |-ere, 
m= м , (282) 

— 2m 
9, > —. 283 | A | и [1] ( ) 

Для оценки надежности эмпирической средней квадратической 
ошибки превышения, измеренного на станции, вычисленной по 
формуле (282), в соответствии с формулой (266) можно написать 

формулу 
т 

V 2(№.---1 a. 

Обычно качество геометрического нивелирования расценивают 
по средней квадратической ошибке нивелирования Ha | км и сред- 
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ней систематической ошибке нивелирования на | км. Поэтому 

перейдем OT т и ©, соответственно к этим величинам, которые со- 
гласно принятым в $ 5 обозначениям выразим символами pp, И ли. 
Для этого введем среднее расстояние между рейками на станции 

__ [1] ЕТ (285) 

где Ё; — периметр 1-го полигона (1=1,2,..., М) и тогда в соот- 
ветствии с формулами (44) получим искомые результаты: 

9, 
т 

‚. (286) 
т —_ т 

I . $ И lop 

Для оценки надежности pp может быть использована формула 

Тт 

"Ум 

которая вытекает из применения частного случая 2 табл. 2 ко вто- 
рой из формул (286). 

Все приведенные формулы следует применять, как это вытекает 
из объяснений, приведенных в § 5, в местности пересеченной, 
когда число станций, приходящихся на | км хода, резко различа- 
ется в разных частях сети нивелирных ходов. 

Получим теперь аналогичные формулы для условий, когда 
нивелирование прокладывается в равнинной местности. 

Для этого примем, что в условных уравнениях (263) величины 
Хи означают действительные значения превышений, определенных 
по ходам, проложенным между узловыми реперами. Тогда, имея 
в виду, что в условиях равнинной местности веса превышений, как 
это было показано в $ 15, могут рассчитываться как числа, обрат- 
но пропорциональные длинам нивелирных ходов, из формул (265) 
усматриваем, что вес невязки нивелирного полигона может быть 
принят как число, обратное периметру полигона, т. е. 

| . 
Ри (1=1,2,..., №). (288) 

Сравяив теперь формулы (277) и (288), замечаем, что опи 
имеют идентичную структуру. Поэтому приходим к выводу, что 
искомые формулы оценки точности, пригодные для случая 
равнинной местности, могут быть сразу получены из формул 

(278) — (284), если в последних заменить буквы п, т и Op соот- 
ветственно на буквы L, pp И ти. Тогда получим 

we 

вл — “We? (289 

| > VE, (i=l, 2,..., М), (290) 
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ТИ (291) 
V2N’ 

= т, (292) 

Palak 
= о, (293) 

|<, | > у (294) 

т», = УЖЕ: (295) 

Пример оценки точности геометрического нивелирования IV класса 

Пусть надо оценить точность геометрического нивелирования 
[У класса, развитого в виде десяти замкнутых полигонов, и вы- 
яснить, содержат ли результаты этого нивелирования заметные 
систематические ошибки. 

Решение поставленной задачи по формулам (278) — (287) при- 
ведено в табл. 12. 

Таблица 12 

Количество | Периметр | Невязка в w? w 2 
№ поли- | станций В | полигона, | полигоне, w - 2т/ п, - 
гона, 1 полигоне, L, BKM w, BAM ‘ п i Li ; 

| 22 4 -- 29 841 38,2 37 210 
2 92 6 —4 16 0,2 77 3 
3 140 о —15 225 1,6 95 45 
4 108 10 —22 484 4,5 83 48 
5 44 8 -+-38 1444 32,8 53 181 
6 25 3 4-17 289 11,6 40 96 
7 60 12 —46 2116 35,3 62 176 
8 40 6 —31 961 24,0 51 160 
9 112 6 + 12 144 1,3 85 24 

10 32 3 +3 9 0,3 45 3 

2 2 

Ti 

и 150 4 мм = : 0,9 мм == — = —_ = ; hi = О, , 

и N Тб "ум V2 

_ [№] 19 
Op == [и] = — 675 = — 0,003 MM. 
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— | — [n] 92 , ри | п | № -У 150 — 675-32-10 а ии. 
N—1 9 — 

"т... 0,3 ! Mn == Se : С . By у len ‚о мм Ha км 

_ 2m 8 Ш 63 
9,03 MA = | 9, | < Vin = V 615 =: 0,3 мм, [ср = [м] = 675 == 0,09 KM. 

wore 4 

-,— 9, — 0,03 _ . in _ cp == icy = Foy 7 7 OP мм на | км; y= Vig = 7 0,09 =13 мм на | км. 

Из табл. 12 легко усмотреть, что число станций, приходящихся 
на | км хода, в данной нивелирной сети колебалось в пределах от 
5 до 27 станций на | км, т. е. весьма значительно. Это и послу- 
жило основанием для привлечения именно формул (278) — (287), а 
не формул (289) — (295). 

Из обзора результатов произведенной оценки точности и иссле- 
дования по выявлению систематических ошибок (см. табл. 12) 
можно прийти к выводу, что, во-первых, средняя квадратическая 
ошибка нивелирования на | км оказалась столь значительной, что 
эту. нивелирную сеть по точности нельзя отнести к IV классу (для 
этого класса средняя квадратическая ошибка нивелирования на 
| км не должна превышать 10 мм), во-вторых, можно считать, что 
в этой нивелирной сети систематические ошибки не проявились 
в достаточной степени заметно. 

Не лишен интереса вопрос о том, какие результаты оценки 
точности получатся, если воспользоваться формулами (289) — (295). 

Применяя к оценке точности тех же результатов нивелирова- 
ния формулу (289), для чего была введена в табл. 12 последняя 
графа, получим — 

Ш == — = <= 10mm на 1 KM. 

Этот результат говорит о TOM, что. к выбору формул оценки 
точности геометрического нивелирования надо подходить с над- 
лежащей осмотрительностью. Действительно, если ие обратить 
внимания на сильное колебание числа станций, приходящихся на 
| км хода, в разных частях сети и ограничиться для оценки точ- 
ности применения формул (289)— (295), то, как показывает по- 
следний результат оценки точности, произведенное нивелирова- 
ние, хотя и с натяжкой, пришлось бы посчитать по качеству удов- 
летворительным, в то время как в действительности такой оценки 
приведенным измерениям дать нельзя. 

В заключение заметим, что изложенные приемы оценки гео- 
метрического нивелирования, строго говоря, пригодны лишь для 
низших классов нивелирования. Для построения теории оценки 
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точности высших классов нивелирования в ее основу должна быть. 
положена более детальная гипотеза о механизме действия систе- 
матических и случайных ошибок нивелирования, чем та, которая 
была принята в $ 6. 

$ 23. ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ ИЗМЕРЕНИЙ 

ПО РАЗНОСТЯМ ДВОЙНЫХ ИЗМЕРЕНИЙ 

Общие соображения 

Пусть каждая из величин X\, Xo, .... Хм измерялась дважды 
и были получены соответственно результаты 1,’, lo’, ..., [ми 
1”, lo”, ..., ly”. При этом положим, что каждая пара результатов 
измерений — 1,’ u 1;” — между собою равноточны, т. е. 

pi =pi = р: (1=1, 2, wy N). (296) 

Составим разности двойных измерений 

= (i=1, 2,..., М), (297) 

при этом по формуле (246) можем получить 

__ А ИИ Pa (= 2,..., М). (298) 

Эти разности можно рассматривать как невязки условных 
уравнений вида 

X;—X;=0 ((=1, 2, er) N) 

и поэтому их можно использовать для оценки точности результа- 
тов измерений при помощи формул, полученных в $ 22. 

Таким же образом, учитывая смену обозначения невязок с W; 
на d;, по формулам (245), (247), (260) —(262) соответственно по- 
лучаем ряд новых формул: | 

po V el (299) 

|d,|> (i=1, 2,..., №, (300) 
i 

g=—4 (301) 
>| 

[ра?] 45 Cy 

19| — № (303) 



Применим эти формулы для оценки точности угловых измере- 
ний, линейных измерений и геометрического нивелирования, хотя, 
вообще говоря, этот метод оценки точности может быть исполь- 
зован в приложении и к другим видам геодезических измерений. 

Оценка точности угловых измерений 

Известно, что измерение угла теодолитом производят при двух. 
положениях вертикального круга, в результате чего каждый угол 
оказывается измеренным дважды. Это дает возможность приме- 
нить изложенную выше оценку точности по разностям двойных. 
измерений. 

Пусть 41, do, .... ам — разности значений углов, полученных 
в полуприемах, т. е. при «круге право» (КП) и «круге лево» (КЛ). 

Считая, что все углы измерялись равноточно, и присваивая 
результату измерения угла одним полуприемом (при КИ или при 
КЛ) вес, равный единице, т. е. полагая, что в (296) вес р; равен: 
единице, по формуле (299) получим 

‘Та? | 

= V it, (304) 

где 71 — средняя квадратическая ошибка измерения угла полу- 
приемом. 

Но за окончательное значение угла, измеренного полным прие- 
MOM, принимают арифметическую средину из значений угла, полу-. 
ченных в полуприемах, т. е. по формуле 

__KM-+ KJI 
B=——. 

В таком случае по формуле (78) для средней квадратической. 
ошибки т. результата измерения угла полным приемом получаем 

значение 

т 
— уд. 

Оценка надежности т и т, может быть достигнута по фор- 
мулам 

me (305) 

т -_т 

п Ум 
ож || (306) 
mg V2 

которые получаются из формулы (248) и последующего примене- 
ния первой теоремы. 

Пусть надо произвести оценку точности результатов измерений 
углов одноминутным теодолитом, приведенных в табл. 13. 
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Таблица 13 

№ угла KIT КЛ а;,=КП-КЛ ар 

: 1 16°14" 16°15’ —1,0 1,00 
9 99 31 29 30,5 4.0.5 0,25 

. 3 44 45,5 45 105 0'25 
14 75 50,5 52 —1,5 2/95 

5 116 19 20 —1,0 1/00 
6 133 25 24 4.1/0 1'00 

7 141 10,5 10 105 0,25 
8 179 36 35 +10 1'00 

[42] --8, 00 

ow = -)/ 3-0 7. т оо "= “va io mM VON VT 
0’ 47 mm 0° ,2 

— —==0' 5; a E14, “VF 2 У? тт 7x = yO 

Вычисления, приведенные в табл. 13, произведены по форму- 
лам (304) —(306). 

Заметим, что при такой оценке точности угловых измерений, 
т. е. по разностям значений углов, выведенных в полуприемах, был 
оставлен без внимания вопрос о систематических ошибках. Это 
было сделано потому, что практически в этих случаях системати- 
ческие ошибки не обнаруживаются. 

Наконец, следует отметить, что такая оценка точности дает для 
средней квадратической ошибки значения, существенно меньшие, 
чем оценка точности по невязкам в полигонах, что можно заме- 
тить, сравнивая хотя бы результаты оценки точности, полученные 
в таблицах 11 и 13. Указанное различие объясняется тем, что при 
измерении угла полным приемом инструмент между полуприе- 
мами не переставляется, поэтому ошибка за его центрирование не 
оказывает влияния на разность двойных измерений. He оказы- 
вает на разность двойных измерений угла при этом и внецент- 
ренность визирных целей, или, как говорят, редукция визирных 
целей. Однако эти источники погрешностей угловых измерений 
оказывают самое существенное влияние на невязки в полигонах 
и ходах, чем и объясняется указанное различие в результатах 
двух способов оценки точности угловых измерений. 

Оценка точности линейных измерений 

Пусть Х|, Xo, .... Xy — действительные значения линий мест- 
ности, измеренных мерной лентой, a $1, $'2,..., 5’мМ H S81”, So”, ..., 
Sy" — соответственно результаты их двойных измерений, веса 
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которых, согласно .изложенному в $ 15, можно выразить форму- 
лами 

P; =O (i=1, 2,..., №). (307) 

В формулах (307) коэффициент пропорциональности принят 
равным 1 м, т. е. результат измерения, обладающий весом, равным 
единице, есть линия длиной в | м. Поэтому согласно (299) для 
коэффициента случайного влияния можно написать формулу 

—- 

[| 
5— ON 

1 (308) 

и на том же основании критерию (300) придать вид 

а; > 2p, 2S; (1=1, 2,. o 89 №). (309) 

При оценке точности по разностям двойных измерений систе- 
матические ошибки результатов измерений оказывают на эти раз- 
ности ослабленное влияние, так как входят в них с противополож- 
ными знаками и потому в значительной мере взаимно погашаются. 
Поэтому при оценке. точности линейных измерений принято выво- 

дить не среднюю систематическую ошибку O,, приходящуюся на 
результат измерения единичного веса, которая, конечно, также 
будет заниженной, а так называемый коэффициент остаточ- 
ного систематического влияния Ag, в два раза боль- 
ший предыдущей величины и являющийся средней систематиче- 
ской частью разности двойного измерения, приходящейся на еди- 
ницу длины линии, т. е. на | м. 

Имея это в виду, полагаем 

hs =20s, (310) 
где ©. определяется формулой (301), в которой веса результатов 
измерений надо принять равными (307). Тогда, очевидно, можем 
получить 

=. (311) 
s [8] 

В соответствии с равенством (310) формулы (302) и (303) 
припимают вид 

7 ch 

15| вы 
$— (МП (312) 

245 V2 Зы; | | a 313 "> WT Vis S19) 
10 Ю. В. Кемниц 145



Оценка надежности коэффициента случайного влияния, вычис- 
ленного по формулам (308) и (312), может быть произведена со- 
ответственно по формулам: 

— __ Ps My = V 2N ’ (314) 

— Us 

Пусть надо произвести оценку точности и исследовать система- 
тические ошибки результатов двойных линейных измерений, при- 
веденных в табл. 14. 

Таблица 14 

№ SBA Ss." Bal 4.55" ар? a Qu, И 25, 2 линии i i BM { 5; и nV 5 

1 161,75 161,80 —5-1072 | 25-1074 0,154.10— 11-1072 
2 217,24 217,32 -—8. 64. 0,295. 12. 
3 201,66 201,60 6. | 36. 0,179. 12. 
4 175,49 175,53 —4. 16. 0,091. 11. 
5 298,44 298,51 —7. 49. ‘| 0,184. 15. 
6 363,14 363,10 +4. 16. 0,044. - 16. 
7 279,38 279,45 —7. 49. 0,175. 14. 
8 112,55 112,58 —3. | 9. 0,080. 9. 
9 147,25 147,31 —6. 36- 0,244. 10. 

10 220,12 220,20 — 8. 64. 0,291. ° 2. 

42 
№ == 10 [$|=2177 м; [а] = — 0,38; S| ==: ],737-1074 

a 5 17 ис 0,003 
= - =10-2 |/ ~_=—0,003; = = —— = 0,0007. 

Hs oN 20 Mes — Уз V20 

qd?) 
— | — [$] As? 

= SJ ga f/f LT = 0221.7 =. 0,002; 
2(N — 1) 18 

их 0,002 
— = —— = 0,0005. 

"= УМ) Ув 

[4] _ __0 ‚38 — , 

Зы, — 3.-0,0009 
У  У2200 

Вычисления в табл. 14 произведены по формулам (308), (309), 
(311) — (315). 
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Обзор этой таблицы позволяет сделать вывод, что обрабаты- 
ваемые результаты линейных измерений содержат заметные си- 
стематические ошибки, что обнаружило применение` критерия 
(313), хотя критерий (309) этого не показал. 

Во многих учебных руководствах по теории ошибок измерений 
и способу наименьших квадратов оценку точности линейных изме- 
рений предлагается осуществлять по формулам 

Я =d;—Sijks ((=1, 2, wey N) (316) 

И 

а $ и, = (МП: (317) 

Можно показать, что этот путь оценки точности приводит к тем 
же результатам, что и оценка точности по формуле (312). Дейст- 
вительно, достаточно показать, что числитель подкоренной дроби, 
стоящей в (312), paBeH числителю подкоренной дроби, стоящей 
в (317). Для этого подставим значения 4; из (316} в числитель 
дроби, стоящей в (317), и произведем несложные преобразова- 
НИЯ: 

a” | —_ |“ — Shs) = | 42 -— 24$); -- shy? | __ 
$ $ $ 7 

42 

=|[F]—2 141+ [5] 4 
Далее, учитывая формулу (311), получим 

a” | & __ 9 [|= В 
ЧТО И требовалось доказать. 

Заметим, что формула (312) требует меньшего объема вычис- 
лений, чем формулы (316) и (317). 

Оценка точности геометрического нивелирования 
по разностям двойного нивелирования 

Пусть Хь Xo, ..., Ам — действительные значения превышений 
по ходам, проложенным между узловыми реперами, а И’, ly’, ..., 
Ги Ц”, [5”,.... к — их приближенные значения, полученные из 
двойного нивелирования. 

Предположим, что нивелирование прокладывалось в равнин- 
ной местности и присвоим превышениям по ходам веса (288). 
Тогда, сравнив эту формулу с формулой (307), придем к выводу, 
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что формулы, выведенные для оценки точности линейных измере- 
ний по разностям двойных измерений, полностью подходят и 
к данному случаю. Достаточно лишь в них, т. е. в формулах (308), 
(309), (311) — (315), заменить величину $ на Г, а нижние индексы 
$ на й. 

Если нивелирование прокладывалось в местности пересечен- 
ной, то, как известно из сказанного ранее, веса превышений надо 
рассчитывать по формуле (277). Сравнив эту формулу с формулой 
(307), придем к выводу, что формулы (308), (309), (311) — (315) 
могут быть использованы и в этом случае. Для этого их доста- 
точно представить в таком виде 

“ap vm 

п. | [n] 9» 

m= У бу: = No) 

— т ° 

п УМ’ == м 

4.1 > 2m Уи; ип 

— [4]. 
On =; | 8, | >— ae 

где т — средняя квадратическая ошибка превышения, определен- 
ного на станции. Для вычисления коэффициента остаточного си- 
стематического влияния на | км и средней квадратической 
ошибки нивелирования на | км следует использовать формулы 
(286) и (287). 

Вопросы для самопроверки 

|. Почему оценки точности угловых измерений по невязкам в полигонах 
и по разностям двойных измерений как правило дают различные результаты? 

2. Как можно проверить ошибки исходных даниых при оценке точности 
геометрического ` нивелирования по невязкам в полигонах и ходах? 

3. Когда можно: и когда нельзя включать в оценку точности по невязкам 
в полигонах геодезических измерений зависимые невязки? 

4. Почему при. оценке точности линейных измерений по разностям двойных 
измерений коэффициент систематического влияния называют остаточным? 

5. Какую формулу, используемую для оценки. точности измерения углов 
С триангуляции, называют международной? 

6. На пункте измерены все углы, которые в сумме должны дать 360°. 
Из-за погрешностей измерений при этом получилась невязка условного урав- 
нения, которое называют условным уравнением горизонта. Как можно оценить. 
TOUHOCTH измерений, если таких невязок получено на пунктах достаточно боль- 
шое число? 
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Задачи и упражнения 

61. Ниже приведены угловые невязки шести полигонов и количество углов 
в каждом полигоне. Произвести оценку точности измерения углов и исследовать 
систематические ошибки результатов измерений. 

№ поли п) Невязка № поли- п Невязка 

] 18 25 4 31 -2', 75 
9 24 +4 ,76 5 28 41-3 ,0 
3 15 -0,5 6 32 +5 , 25 

62. Ниже приведены угловые невязки в треугольниках аналитической сети. 
Произвести оценку точности угловых измерений и исследовать систематические 
ошибки измерений углов. 

№ трель Невязка № треугольника Невязка 

| —9” 6 -|- 2 
9 _5 1 -]- 10 
3 49 8 - 6 
4 -..4 9 - 4 

5 +8 10 + 8 

63. Ниже приведены невязки в полигонах геометрического нивелирования 
и периметры полигонов. Произвести оценку точности нивелирования и исследо- 
вать систематические ошибки нивелирования. 

№ поли- Периметр | Невязка № поли- Периметр Невязка 

| 4 км |414 мм 4 6 KM --29 мм 
2 7 ” +20 ” 5 8 ” +13 ” 

3 1D, —38 , 6 10 , AD, 

64. Ниже приведены невязки в полигонах геометрического нивелирования и 
количество станций в полигонах. Произвести оценку точности нивелирования ‘и 
исследовать систематические ошибки нивелирования. 

№ поли- п} Невязка | № поли- п; Невязка 

1 20 +31 мм 6 52 —18 мм 
2 35 —14 , 7 15 —21 , 

3 60 |442” 8 24 -- 8 > 
4 24 —22 , 9 45 --27 „ 
5 40 --36 , 
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65. Ниже приведены значения углов, полученных из полуприемов. Произве- 
сти оценку точности угловых измерений. 

№ угла КП КЛ | № угла| КИ КЛ 

1 243°15'’, 0 243°15’, 5 6 148°24’, 0 148°24’, 5 
2 112 36 ‚0 112 35,0 7 283 35 ,0 283 34 ,0 
3 83 50 , 5 83 51,5 8 141 37 ,5 141 38,0 
4 137 12,0 137 12,5 9 260 54 ‚5 260 55 ‚5 
5 21031 ,5 210 30,5 10 102 19,5 102 20 ,0 

66. По результатам двойных измерений линий, приведенным ниже, произве- 
сти оценку точности линейных измерений и исследовать систематические ошибки 
линейных измерений. 

№ и. Результат измерения . | № пи. | Результат измерения 

вии НИИ 
прямого обратного | прямого обратного 

1 215,75 м 215,65 м 6 279,90 м 280,12 м 
2 184,19 , 184,16 , 7 408,50 , 408,48 , 
3 157,27 , 157,35 „ 8 493,05 „ 493,30 , 
4 341,82 , 342,10 , 9 167,83 „ 167,83 , 
5 243,14 , 243,12 , 10 317,40 , 317,59, 

1 

67. По результатам двойного нивелирования, приведенным ниже, произве- 
сти оценку точности геометрического нивелирования и исследовать системати- 
‚ческие ошибки нивелирования. 

Превышение 

№ хода Длина хода 
прямое обратное 

1 —1,671 и +1,680 м 2,1 км 
y) 2,220, 42240 , 30 , 
3 -+-6,444 , —6,456 , 3,2 „ 
4 -|-3,714 , —3,700 , 4,8, 
5 -|--2,925 „ —2,950 , 2,1, 

‚ 68. По результатам двойного нивелирования, приведенным ниже, произве- 
сти оценку точности геометрического нивелирования и исследовать системати- 
ческие ошибки нивелирования. 

Превышение Количество 

№ хода станций в ходе 
прямое обратное 

1 + 0,784 —0,800 26 
2 +8,344 — 8,320 44 
3 +5,973 —5,980 21 
4 +-0,669 —0,702 39 
о +-0,127 — 0,140 25 
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ГЛАВА 

МИ 

ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 
ТЕОРИИ ОШИБОК ИЗМЕРЕНИЙ 

$ 24. ОЦЕНКА НАДЕЖНОСТИ СРЕДНЕЙ КВАДРАТИЧЕСКОЙ ОШИБКИ 

Густь в одних и тех же условиях получено $ рядов результа- 
тов независимых равноточных измерений, случайные ошибки 

которых соответственно 

Ai, Ata, ..., Ain 

Аз, Ago, ay) iAon . (318) 

Аз1, Aso, ..., Asn 

Если по каждому ряду вычислить по формуле 

= 
m=YV ЧН (k=1, 2..., 3) (319) 

среднюю квадратическую ошибку, TO получим $ приближенных 
значений: 11, Mo, ... Ms; одного и того же стандарта т. Все эти 
средние квадратические ошибки, различающиеся под влиянием 

случайных обстоятельств, можно рассматривать как результаты 

равноточных независимых измерений одной и той же величины т. 
В таком случае естественно поставить вопрос об отыскании сред- 
ней квадратической ошибки Mm, характеризующей точность этих 
результатов, т. е. средней квадратической ошибки самой средней 
квадратической ошибки. 

Дело существенно упростится, если поставить вопрос об отыс- 
кании средней квадратической ошибки не величины 71, а величины 
т? (эмпирической дисперсии), т. е. сначала найти Mp2, а затем 
H Ти. 

' Yuta приведенное замечание, рассмотрим величины 

Рь= 1, — т? (k=1, 2, .... 5), (320) 
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которые очевидно являются случайными ошибками эмпирических 
дисперсий рядов результатов измерений (318). Тогда согласно 
свойству рассеивания случайных ошибок можно написать 

—2 . D2 
May == lim [9] 

$+ 00 
(321) 

где My? — дисперсия эмпирической дисперсии. 
Подставив в (321) значения (320) случайных ошибок Dp, после 

простых преобразований получим 

т —2..__ [1772 —4 ne tim Я — От tim И т. (322) 
$- 0 $ — 09 

Вычислим пределы, стоящие в правой части этого равенства. 
Для этого подставим значения My, из формулы (319) в формулу 
(322) и получим 

5 

_ У Ци] 2 [Ax?] 
Mn: == lim ^^ 2m’ Ши *—" 

$ > © Sa wo 

Сумму, стоящую в числителе дроби под знаком первого пре- 
дела правой части равенства, можно представить в виде 

т. (323) 

5 

АР = У ы Ati + 23 > А? A ej (324) 
Е=1 11 Ё i<jk=1 

и придать равенству (323) такой вид 
5 $ 

см У Mei р Dy 424: Mes 
—» . k=1 - R= 

С ar 
i=1 i<j 

$ 

, 2 [а — (395) 

—2т lim — +m 
$- со 

Пределы 

119.9 = lim 
S§—> co 

называются центральными моментами четвертого 
порядка. Как и стандарт, они зависят от условий измерений; 
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одинаковым условиям измерений соответствуют равные по вели- 
чине центральные моменты. Поэтому можно написать 

lim —"— =np4, (327) 

lim 3 = о '2.2 (328) 

i<j 

и, кроме того, на основании свойства рассеивания случайных оши- 

бок 
К 

У 2] 

lim 4= 
Sa > 

Используя последние три формулы, уравнению (325) можно 
придать вид 

ae’ = mM. 

Mop — У -+- (n _ а —nm* | (329) 

В большинстве случаев геодезических измерений можно при- 
НЯТЬ * 

=m}, (330) 

Ho .g= ИИ. (331) 

Тогда формула (329) предстанет в окончательном виде 

— 2 339 
Mme = — п. (332) 

Используем найденное выражение m?,,2 для вычисления Ти. 
Для этого применим вторую теорему к функции 

2 
т == т. 

Это даст 

— ат |— тт? , 
Тит — dm? п? = om” (333 } 

Подставив сюда значение My? из формулы (332), получим 

м 
m mV 2n 

* Строгое обоснование формул (330) и (331) может быть дано лишь Ha 
сснове аппарата теории вероятностей. 
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Заменив далее стандарты их приближенными значениями — 
средними квадратическими ошибками, придем к формуле 

__ т 

V 2n’ 

которая дает возможность приближенно оценивать надежность 
средних квадратических ошибок. 

Заметим в заключение, что формула (334) будет применима и 
в случае неравноточных измерений. Действительно, если средняя 
квадратическая ошибка единицы веса вычисляется по формуле 

a 
„= И A 

то, как ранее было показано в § 17, ее можно представить в виде 

№ — У 

где величины A;’/=A;V р; понимают как случайные ошибки рав- 
ноточных величин. Поэтому, сравнивая формулу (319) с послед- 
‘ней, на основании (334) можем окончательно написать 

т (334) 

My == ——, 
И2п 

где т ,— средняя квадратическая ошибка средней квадратиче- 
ской ошибки единицы веса 12. 

(335) 

$ 25. ОЦЕНКА НАДЕЖНОСТИ 

ЭМПИРИЧЕСКОЙ СРЕДНЕЙ КВАДРАТИЧЕСКОЙ ОШИБКИ 

Рассмотрим те же $ рядов (318) случайных ошибок, но будем 
полагать, что для каждого ряда по формуле 

т, = Wel (= 2,..., 5) (336) 
ип — 

вычислена эмпирическая средняя квадратическая ошибка. 
Повторив рассуждения, изложенные в $ 24 и приведшие к фор- 

муле (323), в данном случае получим 
5 5 

—2 > ver — = ve —4 
Nm = lim т 1 —2m tim ап +m. 

Носкольку в формуле (114) выбор Го произволен, то примем, 
что L=X. Тогда на основании формулы (118) и общего определе- 
ния ошибки результата измерения можем написать 

о] = [А] — №.  (rk=1, 2,..., 8) 2 
e 

n 
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и потому предыдущему равенству придать вид 

--9 _£,. 25 [3 2 т? 2т [4 2 т Ls —4 
та — Ca Tp пи Гы пр п—1 T 2—1 ут ‚ (837) 

где введены обозначения 

>) Ц]? 

= lim —__., (338) 

У АРА, 
L,=lim ——__, (339) 

>) [Ая 

L,=lim ——, (340) 

> [Ax?] 

L,=lim =, (341) 

$ 

У [Ap]? 

[; = Пт k=l . (342) 
$ -> © 5 

Вычислим поочередно все эти пять пределов. На основании 
формул (324), (327) и (328) имеем 

= пра В (В — 1) ра. 2. 

Подставив сюда значения моментов (330) и (331), получим 

| L,=n(n+2) т. (343) 
Так как 

[Az]? — jA,”| + 2 Ан Nei 

TO равенству (339) можно придать вид 

У, [4/2]? > У, [Ax7] Ari Ар} 
О -1 12 L, = Шт ———— + 2lim J 5 

$5 < $ —> 00 

изменив здесь порядок суммирования BO втором члене правой 
части равенства и учтя (338), можем написать 

> [A,?] Ari Ар; 

Ly =1,+23, lim 2 (344) 
i<j So 5 
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При достаточно большом Nn, учитывая (319), можно принять, 
что 

[A?,] = nm?. 

Поэтому на основании свойства независимости случайных 
ошибок имеем 

$ 

>, 4 Ав: Ак; _ >) Avi Ans 

lim 2 - = nm lim 27 = 0, 
$ -> со Soa < 

Следовательно, равенство (344) принимает вид 

L,=L,. (345) 

Введем обозначение 

= (k=1, 2,..., 5), (346) 
п 

тогда равенство (340) примет вид 

yt! 
L, = nt lim =. (347) 

$--> со 

Поскольку величины 5» являются случайными ошибками ариф- 
метических средин, то согласно формуле (326) приходим к вы- 
воду, что 

$ 

Ум 
k=1 

lim = M, 
$ >< 

является центральным моментом четвертого порядка, образован- 
ным из случайных ошибок арифметических средин. Поэтому на 
основании формулы (330) имеем 

$ > 00 

где М — стандарт арифметической средины. 
Учитывая известное равенство 

a Om 
= —— (348) У (348) 

получим 
5 

dp4 —4 

lim et ЗИ - , 
$+ 0 5 n 

Поэтому равенство (347) примет окончательный вид 

[3=3Зи2тА. (349) 
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Представив формулу (341) в виде 
К 

У Ая 
k=1 

ns ) 
S-> © 

на основании свойства рассеивания случайных ошибок получим 

Ly=nm?. (350) 
Используя обозначение (346), формуле (342) придадим вид 

откуда на основании свойства рассеивания случайных ошибок по- 
лучим 

[в = ИМ? 

или, учитывая (348), имеем окончательно 

[5 = ИТР. (351) 

Подставив значения пределов Ё.1, Lo, Ls, [4, Ls из формул 
(343), (345), (349), (350) и (351) в формулу (337), после простых 
преобразований получим 

fig =m V2 
My? = т =. 

Подстановка отсюда значения Ти» в (333) даст 

— т? 

и V2(n—1) 

Переходя здесь OT стандартов к средним квадратическим ошиб- 
кам, получим формулу 

т. = т 

"  У2а-и’ 

которая позволяет приближенно оценивать надежность эмпири- 
ческих средних квадратических ошибок. 

Используя соображения, приведенные в конце $ 24, для оценки 
надежности эмпирической средней квадратической ошибки еди- 
ницы веса 

[292] 
b= n— 1? 

можем получить формулу 

ly, == Е 
"Иа -и’ 
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$ 26. КРИТЕРИЙ ОПРЕДЕЛЕНИЯ СЛАБОДЕЙСТВУЮЩИХ 

И ПРЕВАЛИРУЮЩИХ ИСТОЧНИКОВ ОШИБОК 

В вытекающей из первой теоремы формуле средней квадрати- 
ческой ошибки 

My = У cy2my2 + Co2mo? + ... + Cn2Mn? (352) 

функции 

у=со аж с22- ... ЕСиХь (353) 

каждое из слагаемых подкоренной суммы отражает влияние 
в среднем какого-либо отдельного источника ошибок в образова- 
нии ошибки функции у. Может оказаться, что некоторые из п сла- 
гаемых заметно превалируют над остальными, иначе говоря, 
может оказаться, что некоторые источники, порождающие ошибку 
функции, действуют гораздо сильнее остальных. Анализ размеров 
ошибки функции (353) существенно упростился, если бы можно 
было пренебречь слабодействующими источниками ошибок, т. е. 
можно было бы в формуле (352) под корнем отбросить соответ- 
ствующие члены и сосредоточить основное внимание на превали- 
рующих источниках ошибок. Установление критерия, когда это 
можно сделать без ущерба для существа дела, и является конеч- 
ной целью анализа. 

Представим формулу (352) в виде 

my=V А2+В?, (354} 
где 

А? = сти? - сто? + ... +072? (355} 

— сумма первых k слагаемых, действие которых на ошибку функ- 
ции будем считать превалирующим, а 

В? = Ст tC nso ppot ... + ст? 

— сумма остальных И— членов, отражающих слабодействующие 
источники ошибок. 

При сделанных допущениях, очевидно, имеет место неравен- 
CTBO 

A>B. 

Если принять В=0, то на основании формул (354) и (355) 
получим 

ту’ = У с2?т1?+ сот? ... + сь?ть?, (356) 

где штрих при т, означает, что средняя квадратическая ошибка 
функции у вычислена в предположении, что В=0, т. е. с некото- 
рым искажением. 

Будем. измерять степень этого искажения относительной ошиб- 



Подставив сюда значения My и т’, соответственно из формул 
(354) и (356), с учетом (355) получим 

_ У А—А — 5 q 

откуда легко выводится уравнение 

q= и! + (=) — 1, (357) 
. В . 

выражающее зависимость между отношепием А. и относительной 

ошибкой 4 средней квадратической ошибки функции и, вычислен- 
ной вместо формулы (352) по формуле (356). В первых двух гра- 

В 
фах табл. 15 приведены числовые значения —-и 4, удовлетворяю- 

щие уравнению (357) 

Таблица 15 

В 4 
=z q n= TH 

i 0,12 36 
9 

1} 0,05 171 
3 

1 0,03 529 
4 

~ 0,02 1275 

Из $ 24 и 25 следует, что точность средних квадратических 
ошибок определяется объемами рядов результатов измерений, по 
которым они вычисляются. Эта точность характеризуется в сред- 

нем относительной ошибкой порядка 1:V 2n. Естественно потре- 
бовать, чтобы относительная ошибка 4 была меньше этой вели- 

чины, т. е. меньше 1: V Qn. 
Для этого допустим, что 

| 

Via —4. 
и решим это уравнение относительно п, т. е. 

n= 1 =a 

Значения й, вычисленные по последней формуле, помещены 
в третьей графе табл. 15. Данным, приведенным в табл. 15, можно 
дать следующее толкование. 
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Если в конкретном случае вместо формулы (352) была исполь- 
зована приближенная формула (356), причем отношение В было 

меньше указанного в табл. 15, например, —— <1/2, то это значит, 

что такая замена точной формулы приближенной приводит к от- 
носительной ошибке, не превосходящей 0,12. Такая относитель- 
ная ошибка равносильна той, которую содержала бы My, если бы 
последняя была вычислена по ряду результатов измерений, содер- 
жащему число членов, приведенное в третьей графе табл. 15, т. е. 
по 36 измерениям. 

В геодезической практике число п бывает, как правило, не- 
большим и почти всегда меньшим 36. Поэтому допустимое значе- 

В | 
ние отношения -А МОЖНО было бы принять не превосходящим 5. 

Однако принимая некоторый «запас прочности», потребуем, чтобы 
1 , 

это отношение не превосходило . Следовательно, 4 не превзой- 

дет 5%. Такая относительная ошибка будет равносильна той, 
которая содержала бы т,, если бы она была вычислена по 171 
измерению. 

Итак, приходим к выводу, что если 
В ] = <3, (358) 

то замена вычисления средней квадратической ошибки т, функ- 
ции у вместо формулы (352) по формуле (356) приведет к по- 
грешности, существенно меньшей, чем погрешность вычисления 
средней квадратической ошибки по ограниченному числу резуль- 
татов измерений. Но так как последних в практике геодезических 
измерений бывает редко больше 36, то неравенство (358) может 
служить критерием такой замены формулы (352) формулой (356). 

Такой вывод равносилен заключению, что, руководствуясь кри- 
терием (308), можно пренебречь частью источников погрешностей 
функции (353), когда точность последней оценивается по фор- 
муле (352). 

Полученный критерий и подобные ему другие называют кри- 
териями ничтожности влияния источников оши- 
бок. 

Если бы вместо функции (353) пришлось бы рассматривать 
функцию нелинейную, то все приведенные рассуждения можно 
было бы оставить без изменения, применив критерий (358) к со- 
ответствующей формуле, вытекающей из второй теоремы. Для 
этого достаточно заменить постоянные Ci, Co, ..., си соответствую- 
щими частными производными. 

$ 27. УПРОЩЕННЫЙ СПОСОБ ОБНАРУЖЕНИЯ ГРУБЫХ ОШИБОК 

В практике измерений, исполняемых многими приемами, 
весьма часто возникает вопрос о том, следует ли отбрасывать 
резко отклоняющийся от всех других результат отдельного изме- 
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рения. При решении этого вопроса может быть использован 
весьма простой способ, основанный на следующих рассуждениях. 

Пусть измерения исполняются серией равноточных приемов. 
Тогда согласно определению вероятнейшей поправки можно на- 
писать 

= (i=1, 2,..., 2). 

Путем простейших преобразований это равенство представим 
в таком виде 

. |] 1 | 1 — 1 1 
О И tale 
Применив к этой функции первую. теорему, получим 

— — i \2 1 \2 1 \2 | —п\2 1 \2 | \2 my ЕСС 
или после очевидных преобразований 

—- = 12 
т, = т ——, 

где 71 — стандарт, характеризующий точность данных измерений. 
Переходя здесь к предельной ошибке, можем написать 

Ао = Эт 1. (359) 
Далее рассуждаем так. Если в некотором i-OM результате из- 

мерения не содержится грубой ошибки, то соответствующая ему 
вероятнейшая поправка по абсолютной величине не должна пре- 
высить предел, рассчитанный по формуле (359). Если же она по 
абсоллотной величине существенно этот предел превышает, то 
есть основания полагать, что это вызвано вкравшейся в г-й резуль- 
тат измерения грубой ошибкой. Таким образом приходим к кри- 
терию 

[9|> 3 И 1—, (360) 

позволяющему обнаруживать грубые ошибки равноточных измере- 
НИЙ. 

Возникает вопрос о том, откуда следует брать стандарт т, 
характеризующий точность измерений. Заметим, что в качестве 
приближенного значения этого стандарта нельзя брать эмпириче- 
скую среднюю квадратическую ошибку, определенную по резуль- 
татам исследуемых измерений. Однако при производстве массо- 
вых измерений после их математической обработки по правилам 
теории ошибок измерений всегда оказывается известной та опти- 
мальная точность, которая соответствует оговоренным в инструк- 
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циях или наставлениях условиям измерений. Поэтому в критерии 
(360) может быть использовано то приближенное значение стан- 
дарта, которое получено путем соответствующей математической 
обработки массовых производственных материалов и иногда ука- 
зано в соответствующей инструкции в виде допуска. 

Обобщим полученный вывод на случай неравноточных измере- 
НИЙ. 

Напишем формулу вероятнейшей поправки 

И и ее, приведя к виду 

_ Pa р Ра р: — {pl Pins 
В pp et Ppp ba tap eb pp hat py le 
a теперь к этой функции первую теорему, получим 

Е mt bt pe tp m? + 

+ ris oe i+] +... + oe m,? , (361) 

VU 

Mo = oP 

где и; — стандарты результатов измерений, связанные со стан- 
дартом единицы веса известной зависимостью 

Ур; 

Подставив эти значения стандартов в (361), после вынесения 

общего множителя p? из-под корня и очевидных преобразований 
1 

под корнем получим / 

— -y/ 1 1 

тв > Г 
Перейдя теперь к предельным ошибкам, получим обобщение 

критерия (360) на случай неравноточных измерений 

— | 1 jo] 38 т (362) 
Заметим, что и в этом случае за стандарт единицы веса следует 

принимать тот, который был получен из обработки массовых про- 
изводственных материалов. | 

В заключение следует сказать, что критерии (360) и (362) 
носят несколько абстрактный математический характер. Поэтому 
окончательное суждение об отбраковке того или иного конкрет- 
ного результата измерения следует выносить, сочетая применение 
этих двух критериев, с конкретным анализом условий, в которых 
был получен исследуемый результат измерения. 
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$ 28. ПОНЯТИЕ О МЕТОДЕ НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 

Пусть ПД, lo, ..., ш — независимые, равноточные результаты из- 
мерений одной и той же величины Х, отличающиеся один от дру- 
гого из-за ошибок измерений. Практически всегда возникает необ- 
XOMMMOCTb в получении такого приближения к величине Х, которое 
было бы возможно ближе к Х. 

Как уже сказано было в $ 10, такая задача называется зада- 
чей уравновешивания результатов измерений. Она является пеоп- 
ределенной, пока к наилучшему приближению к Х не предъявлены 
вполне определенные требования, или, как иногда говорят, пока 
не установлен принцип уравнивания результатов измерений. 

История уравнительных вычислений знает немало предложений 
в этом направлении. ‘Однако для уравнивания геодезических и 
астрономических измерений из всего множества этих предложений 
нашел наибольшее применение один метод, называемый уравно- 
вешиванием результатов измерений, или методом (способом) 
наименьших квадратов. 

К этому методу приводит как принцип отыскания наилучших 
приближений, предложенный Лежандром и называемый прин- 
ципом минимума суммы квадратов поправок, так 
и принцип наибольшего веса, разработанный Гауссом. 

Принцип Лежандра 

Пусть искомое приближение х к величине Х выражается неко- 
торой функцией результатов измерений 

x=f (li, lo, ..., ln), (363) 

к которой предъявляется лишь одно требование, чтобы она была 
дифференцируема по всем своим аргументам. 

Если выбрать вид этой функции и вычислить значение х, то 
это будет равносильно приданию каждому из результатов измере- 
ний соответствующей приближенной поправки эх: 

x=1,+0)' ) 

Kala + 0a |. (364) 

X=1y +07! ] 

Принцип Лежандра утверждает, что из всех возможных систем 
таких поправок лишь системе, удовлетворяющей условию 

(v2] =min, (365) 
соответствует значение X, являющееся наилучшим приближением 
к действительному значению измеренной величины X. 

Решение задачи отыскания наилучшего приближения х сво- 
дится к следующему. 

11* 163



В соответствии с условием (365) и уравнениями (364) состав- 
ляем функцию 

[92] = (х— 1) (х—)-+ ... +)? (366) 

и отыскиваем ее минимум по известным правилам математиче- 
ского анализа. Это приводит к уравнению 

FIO = 2(ж— 1) +2 (+... +2 (1) =0, = (367) 
корень которого минимизирует функцию (366) и, следовательно, 
является наилучшим, в смысле принципа Лежандра, приближе- 
нием KX. — 

Решая уравнение (367), приходим к выводу, что его корень 

[4] 
n 

xXx = 

является арифметической срединой результатов измерений. 
Этого и следовало ожидать, так как согласно пятому свой- 

ству арифметической средины (см. § 10) она в отличие от всех 
других функций тех же результатов измерений порождает систему 
поправок, удовлетворяющих условию (365). 

Принцип наибольшего веса 

Принцип наибольшего веса был сформулирован Гауссом в виде 
двух условий, которые в $ 10 были названы условиями Гаусса— 
Маркова. 

Поскольку первое из этих условий требует, чтобы уравновеши- 
вание не вносило в конечные результаты дополнительной система- 
тической ошибки, то, как это ранее было сказано в § 10, наи- 
лучшее приближение следует искать среди функций 

х=е И - со - ... + сш, (368) 

связанных равенством 

CyACet ... +€,—1=0. (369) 

Второе же условие требует, чтобы наилучшее приближение 
обладало минимальным стандартом, или, что то же, максималь- 
ным весом. Именно поэтому рассматриваемый принцип, впервые 
выдвинутый Гауссом, и называют принципом наибольшего веса. 

Согласно этому требованию будем отыскивать коэффициенты 
с функции (368), максимизирующие ее вес при одновременном 
соблюдении условия (369). 

Для этого применив к функции (368) четвертую теорему 

РАЙС... сил, (370) 
Px 

сведем задачу отыскания максимального веса функции (368) к 3a- 
даче минимизации функции (370) при одновременном сохранении 
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условия (369). Тогда она сведется к задаче отыскания условного 
минимума. 

Поэтому, следуя методу Лагранжа, составляем вспомогатель- 
ную функцию 

Ф=е с? ... Не А (а Не2+ ... +€n—1), (371) 

где д — неопределенный множитель Лагранжа, берем ее частные 
производные по неизвестным с; и приравниваем их к нулю. Это 
приводит к системе уравнений 

2c, +rA=0,. 

2cotrA=0, 

2. +^=0, 

присоединив к которой уравнение (369), найдем все п неизвестных 
величин с; и множитель Л. Действительно, из последних уравне- 
ний имеем 

C\=Co= ... =@®=—5-. 

Подставив отсюда значения коэффициентов с; в уравнение 
(369), получим 

= — 

и, следовательно, значения коэффициентов с; функции (368) будут 
равны 

| 
Cy=Co= ... =Cn=—- (372) 

Таким образом, снова приходим к выводу, что наилучшим при- 
ближением к Х является арифметическая средина, но в данном 
рассмотренном: случае еще и потому, что из всех функций вида 
(368), связанных условием (369), она обладает максимальным 
весом. 

Сравним полученные результаты применения принципа Лежан- 
дра и принципа наибольшего веса. 

Легко заметить, что принцип минимума суммы квадратов попра- 
вок выступает как произвольное утверждение — постулат; приме- 
нение его не ограничивается такими условиями, как независимость, 
равноточность результатов измерений, отсутствие у них система- 
тических ошибок. 

°В отличие от него принцип наибольшего веса, наоборот, является 
следствием учения о точности результатов измерений, вытекает 
из него и потому учитывает перечисленные ограничения, наклады- 
ваемые на результаты измерений. 

Тот факт, что оба принципа в рассматриваемом случае привели 
к одному и тому же результату, не является еще безоговорочным 
доказательством целесообразности принципа минимума суммы 
квадратов поправок. Дело в том, что принцип наибольшего веса 
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может быть реализован и в случае, когда результаты измерений 
неравноточны и даже зависимы. Если же в этом случае формально 
‘применить принцип Лежандра (365), то конечные результаты 
будут совсем иные, чем те, которые даст применение принципа 
наибольшего веса. Для того, чтобы и в этих случаях получить 
одинаковые результаты, принцип минимума суммы квадратов 
поправок можно соответствующим образом модифицировать. Это 
и было сделано последователями Гаусса и Лежандра. Tak, напри- 
мер, для случая неравноточных измерений принцип Лежандра 
(365) был заменен следующим 

[pv] =min. 

Рассмотрим еще одно важное различие между изложенными 
двумя принципами уравновешивания результатов измерений. 

Из принципа наибольшего веса как следствие вытекает не 
только аппарат уравновешивания результатов измерений, но и 
аппарат оценки точности конечных результатов уравновешивания. 
Действительно, подставив значения коэффициентов с; в равенство 
(370), придем к формуле 

рх = П, 

которая и позволит оценить точность конечного результата урав- 
новешивания. 

В отличие от этого принцип минимума суммы квадратов попра- 
вок не может дать каких-либо рекомендаций по оценке точности 
результатов уравновешивания. | 

Рассмотренный математический аппарат уравновешивания 
результатов измерений и оценки точности конечных результатов 
уравновешивания, основанный на принципе наибольшего веса, 
называется методом (способом) наименьших квад- 
ратов. 

Заметим, что здесь было рассмотрено решение простейшей 
задачи метода наименьших квадратов — задачи уравновешивания 
независимых, равноточных результатов измерений одной и той же 
измеренной величины. Однако в практике встречаются задачи го- 
раздо более сложные, когда возникает необходимость в совме- 
стной математической обработке результатов измерений разных 
величин, но функционально связанных друг с другом. С такими 
задачами можно ознакомиться в соответствующих курсах. Важно 
то, что принципиальные основы решения таких более сложных 
задач остаются теми же, которые были здесь изложены на при- 
мере простейшей задачи. 

$ 29. КРАТКИЕ ИСТОРИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ О ТЕОРИИ 

ОШИБОК ИЗМЕРЕНИЙ И МЕТОДЕ НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 

Потребность в научно обоснованной теории уравнивания резуль- 
татов измерений и учета их ошибок возникла у ученых весьма 
давно. Так, еще великий итальянский физик и астроном Галилей 
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(1564—1612) в начале ХУП в. предпринимал попытки построения 
теории ошибок измерений. После него в течение почти двух веков 
этот вопрос был объектом внимания целого ряда видных ученых. 
Однако несмотря на то, что среди них были такие выдающиеся 
математики, как Даниил Бернулли (1700—1782), Эйлер (1707— 
1783), Лагранж (1736—1813) и Ламберт (1728—1777), подлинное 
начало теории уравнивания результатов измерений и теории оши- 
бок измерений было положено лишь в ХХ в. К этому времени 
астрономия и геодезия достигли столь высокой степени совершен- 
ства, что дальнейшее их развитие, диктовавшееся бурным ростом 
капитализма в передовых европейских странах, тормозилось отсут- 
ствием общей научно обоснованной теории математической обра- 
ботки результатов измерений. Поэтому не удивительно, что начало 
разработки этой теории связано с именами одновременно трех 
выдающихся ученых: Лежандра (1752—1833), Гаусса (1777—1855) 
и Лапласа (1749—1827). 

Первый из них — Лежандр — опубликовал в 1806 г. один из 
своих трактатов по астрономии, в приложении к которому поместил 
изложение приема уравнивания результатов измерений, основан- 
ного на принципе минимума суммы квадратов поправок. Выдви- 
нув этот весьма общий принцип, он назвал основанный на нем 
математический аппарат методом наименьших квадратов; это наи- 
менование сохранилось и до сих пор. Лежандр, изложив кратко 
и весьма изящно свой метод, не дал никакого его теоретического 
обоснования. Не касался Лежандр и вопросов оценки точности ни 
результатов измерений, ни результатов уравновешивания по мето- 
ду наименьших квадратов. 

Примерно через три года, т. е. в 1809 г., увидела свет знаме- 
нитая работа Гаусса «Теория движения небесных тел, обраща- 
ющихся вокруг Солнца по коническим сечениям». В этой работе 
Гаусс, помимо решения задач чисто астрономического характера, 
излагает метод наименьших квадратов, но в отличие от Лежандра 
с теоретическим обоснованием. Подход Гаусса к построению ме- 
тода наименьших квадратов оказался столь плодотворным, что 
позволил ему наметить пути включения в общие математические 
схемы метода наименьших квадратов и оценку точности как 
результатов измерений, так и результатов уравновешивания. 

Еще через три года, т. е. в 1812 г., появляется капитальный 
труд Лапласа «Аналитическая теория вероятностей», в котором 
значительное место автор уделил методу наименьших квадратов, 
где, исходя из положений, совершенно отличных от принятых 
Гауссом, дал глубокое его теоретическое обоснование. 

В дальнейшем Гаусс посвятил методу наименьших квадратов 
целый ряд своих работ. Среди них особое значение имеет заме- 
чательный труд «Теория комбинаций наблюдений в результаты, 
наименее отягченные погрешностями», опубликованный в трех 
частях в 1821—1826 гг. В этой работе Гаусс, отказавшись от своего 
первоначального обоснования метода наименьших квадратов, опуб- 
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ликованного в 1809 г., и не удовлетворившись теоретическими 
выводами Лапласа, дал новое, более совершенное обоснование 
метода наименьших квадратов, базирующееся на принципе наи- 
большего веса. Здесь же он значительно углубил теорию ошибок 
измерений и алгебраическую сторону метода наименьших квад- 
ратов, дав, кроме того, примеры уравновешивания геодезических 
измерений. Этот труд Гаусса не потерял своего значения и до 
сих пор. 

В первой половине XIX в., кроме Гаусса и Лапласа, в разра- 
ботку теории метода наименьших квадратов и теории ошибок 
измерений включается целый ряд ученых. Среди них можно наз- 
вать Бесселя, Ганзена, Энке, Герлинга и др. Однако их работы 
не изменили основ метода наименьших квадратов; они касались 
преимущественно вопросов разработки деталей метода и его прак- 
тического приложения к решению задач астрономии и геодезии. 
Впоследствии этого же направления придерживались Иордан, 
Tune, Гельмерт и др. 

Не остались в стороне от решения проблем, связанных с мето- 
дом наименьших квадратов, и русские ученые. Так, по свидетель- 
ству В. Я. Буняковского (1804—1889), наряду с Гауссом в качестве 
критерия точности измерений предложил взять среднюю квадрати- 
ческую ошибку наш знаменитый соотечественник — В. Я. Струве 
(1793—1864). В 1829 г. гениальный русский математик Н. И. „Лоба- 
чевский (1793—1856) разработал теорию ошибок измерений на 
сфере, которая потребовалась ему в связи с попыткой эксперимен- 
тальной проверки созданной им неэвклидовой геометрии. В 1846 г. 
увидел свет капитальный труд «Онования математической теории 
вероятностей» В. Я. Буняковского, в котором значительное место 
было отведено методу наименьших квадратов. В 1857 г. было 
опубликовано руководство А. Н. Савича (1811—1883) «Приложе- 
ние теории вероятностей к вычислению наблюдений и геодезиче- 
ских измерений», содержавшее столь глубокое и полное для того 
времени изложение метода наименьших квадратов, что немецкие 
ученые, главным образом в тот момент и разрабатывавшие теорию 
и приложения этого метода, посчитали нужным перевести и издать 
его на немецком языке. Классическим примером приложения тео- 
рии ошибок измерений к анализу обширных рядов геодезических 
измерений, не потерявшим своего значения и в настоящее время, 
явился знаменитый труд «Дуга меридиана» В. Я. Струве, опубли- 
кованный в 1861 г. 

Особое значение для теории метода наименыцих квадратов 
сыграли труды выдающегося русского математика и механика 
П. Л. Чебышева (1821—1894). Дело в том, что в середине прош- 
лого столетия у метода наименыших квадратов появились «сопер- 
ники», авторами которых были такие крупные авторитеты, как 
Коши (1789—1857) и Леверрье (1811—1877). Каждый из них 
предложил свой метод уравнивания измерений, причем хотя. их 
методы были и менее теоретически обоснованными, чем метод 

168



наименьших квадратов, но в некоторых случаях оказались более 
удобными. В ряде своих работ П. JI. Чебышев так развил метод 
наименьших квадратов, что он стал предпочтительнее методов 
Коши и Леверрье. Следует также учесть, что в середине прошлого 
столетия сравнительно молодая математическая наука — теория 
вероятностей, исследовавшая закономерности случайных явлений, 
переживала острый кризис, который известный английский ученый 
Д. С. Милл остроумно охарактеризовал как «математический 
скандал». Поскольку Гаусс и Лаплас построили обоснование ме- 
тода наименьших квадратов на теории вероятностей, то этот кри- 
зис неизбежно коснулся и теоретических основ этого метода. 

Великая заслуга П. JI. Чебышева состоит в том, что он своими 
гениальными трудами вывел теорию вероятностей из кризиса и 
открыл перед ней перспективы дальнейшего бурного развития. 
Естественно, что его работы косвенно повлияли и на развитие 
теоретических основ метода наименьших квадратов. Наконец, 
П. Л. Чебышев на основе своих дальнейших работ по теории 
вероятностей, связанных с так называемой центральной предельной 
теоремой и продолженных его учениками — 4. А. Марковым 
(1856—1922) и.А. М. Ляпуновым (1857—1918), довел лапласов- 
ское обоснование метода наименьших квадратов до предельно 
возможной степени совершенства. 

Нельзя не отметить больших заслуг А. А. Маркова в деле раз- 
вития принципиальных основ метода наименьших квадратов. На 
рубеже XIX и ХХ вв. OH, на основе идей Гаусса об уравновешива- 
нии результатов измерений по принципу наибольшего веса, соз- 
дал теоретическую трактовку обоснования этого метода столь 
высокого научного совершенства, что и в настоящее время его 
следует считать наиболее строгим. 

Несмотря на то, что многие зарубежные ученые продолжали 
и продолжают до сих пор работать в области развития метода 
наименьших квадратов и приложения его к уравновешиванию и 
оценке точности измерений, все же в современный период даль- 
нейшее развитие этого метода определяется деятельностью совет- 
ских ученых. Это объясняется главным образом тем, что гранди- 
озный размах строительства социализма в нашей стране при ее 
огромной территории выдвинул и продолжает выдвигать перед 
отечественной геодезической наукой сложные и разнообразные 
проблемы, что и послужило стимулом для дальнейшего развития 
метода наименьших квадратов и его разнообразных приложений. 
В результате возникшего научного подъема в нашей стране офор- 
милась целая школа математической обработки результатов гео- 
дезических измерений. Ведущая роль в создании этой школы 
принадлежит проф. А. С. Чеботареву, выдвинувшемуся в резуль- 
тате его более чем полувековой творческой и педагогической 
деятельности в ряд крупнейших ученых по разработке метода 
наименьших квадратов. 
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Труды таких советских ученых, как Ф. Н. Красовский, Н. А. Ур- 
маев, Н. Г. Келль, В. В. Попов, А. А. Изотов, И. Ю. Пранис-Пране- 
вич, П. И. Шилов, А. И. Дурнев, П. С. Закатов, А. И. Мазмишвили, 
К. Л. Проворов, В. Н. Зимовнов, J. А. Ларин, И. М. Герасимов, 
П. А. Гайдаев, Ю. А. Гордеев, А. В. Гордеев и др., полностью 
обеспечивали и продолжают обеспечивать в условиях социали- 
стического общества решение различных инженерно-технических 
проблем с помощью теории и практики метода наименьших квад- 
ратов. 

В послевоенные годы появились труды ряда специалистов- 
математиков, посвященные дальнейшей теоретической разработке 
основ метода наименьших квадратов, из которых особое значение 
имеют труды А. Н. Колмогорова, В. И. Романовского и капиталь- 
ный труд «Метод наименьших квадратов и основы математико-ста- 
тистической теории обработки наблюдений» Ю. В. Линника. 

В заключение следует сказать, что метод наименьших квад- 
ратов, несомненно, будет развиваться и дальше, так как он приз- 
ван разрешить множество новых задач, возникающих в связи 
с появлением космической геодезии, теории движения искусствен-` 
ных спутников Земли и космических кораблей, в связи с появле- 
нием новейших, бурно развивающихся отраслей точного знания. 

Ответы к задачам и упражнениям 
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27 | 11 снизу случайные случайная 
56 3 снизу т т 
29 3 сверху 9 9 

68 6 сверху [vv] == [Ay] [uv] = — [Ay] 
82 | 16 cBepxy my my 
84 | 11 сверху. (128) (124) 
86 | 19 сверху wn wep 

87 | 13 снизу (130) (129) 
99 7 снизу (162) (99) 

107 | 19—20 сверху ошибки вычислений ошибки единицы веса, 
вычисленной 

107 3 снизу следующие результаты:| результаты, приведен- 

110 | 14 снизу 
110 1 снизу 
148 | 12 сверху 
151 | 16 снизу 
153 3 снизу 

165 | 21 снизу 

Зак. 364 

(193) 
Е 2 (51) 
$ 
[42^] 

ные в таблице, помещен- 
ной выше.
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